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ON SOz

Matematik yalnizca okul siralarinda karsilasilan bir ders midir?
Matematik, dort islem yapabilmek veya sorular1 dogru ¢ozebilmek
midir? Elbette “Hayir!” Matematik egitiminin amaci &grencilerin
matematiksel bilgi ve becerilerini akademik yasamlarinda ve gergek
hayat problemlerini ¢ézerken kullanmalarini saglamaktir. Bilim ve
teknolojide meydana gelen gelismelere paralel olarak giinliik yasamda
karsilagilan problemlerin yapisinin  karmasiklasmasi matematik
egitiminin Onemini ortaya koymaktadir. Diger yandan matematik,
ogrenciler tarafindan bir bilim olmaktan ziyade, soyut kavramlar ve
ezberlenmesi gereken formiillerden olusan bir ders olarak
algilanmaktadir. Bu durumun nedenleri arasinda matematik
derslerinin simnif ortaminda islenis bi¢imi ve kullanilan 6gretim
yontemleri sayilabilir. Dolayisiyla 6grenciler matematik derslerinde
gordiikleri kavramlarin giinliilk yagamda ne ise yaradigini bilmemekte
ve matematigi list sinifa gegmek icin ¢alismak zorunda olduklar1 bir
ders olarak gormektedirler.

Matematiksel model olusturma etkinlikleri gergek hayat
problemlerini ¢ézme siirecidir. Bu nedenle matematiksel modelleme,
matematikte kullanilan kavramlar ile giinliik yasamda karsilasilan
problemlere ¢oziim getirmede bir koprii gorevi gormektedir. Bu koprii
sayesinde matematigin giinlik yasamda nerede kullanildig1 sorusuna
faydali cevaplar vermek miimkiin olmaktadir.

Egitimde degisen degerler dizisine (paradigma) bagli olarak,
matematik egitimi artik yalnizca matematigi bilen degil; matematiksel
bilgiyi kullanabilen, matematik yapan, problem ¢b6zen insanlar
yetistirmeyi hedeflemektedir. Buna bagli olarak Tiirkiye’de son
yillarda yapilan Ogretim programlart reform c¢aligmalarinda
Ogrencilere matematiksel modelleme becerilerinin kazandirilmasi
onemli bir amag haline gelmistir. Universitelerin Egitim Fakiiltelerinin
Ogretim programlari da bu baglamda yeniden yapilandirilmig; hem
Matematik Ogretmenligi hem de Ikdgretim Matematik Ogretmenligi
programlarinda “Matematiksel Modelleme” zorunlu ders olarak yerini
almistir.

Bu kitap, Matematiksel Modelleme dersleri igin bir kaynak kitap
olarak hazirlanmistir. Bes boliimden olusan kitabin birinci boliimiinde,
matematik biliminin dogas1 ve matematik yapmanin esaslar1 tizerinde
durulmustur. Ikinci béliimde, matematikte problem tiirleri, problem



cozme ve gercek hayat problemleri lizerine genel bir bakis verilmistir.
Uciincii  bolimde, matematiksel modelleme kavrami ve temel
ozelliklerine yer verilmistir. Dordiincii boliimde, matematiksel model
olusturma etkinliklerinin 06zellikleri detayli olarak incelenmis ve
etkinliklerin uygulanma siirecine yonelik Onerilerde bulunulmustur.
Besinci boliimde, yazarlarimiz tarafindan olusturulan model olusturma
etkinlik problemleri ve ¢6zliim Onerileri yer almaktadir. Bu baglamda,
lise ve Tlniversite matematiginde karsilasilan cesitli kavramlarin
kullantminm1 igeren 28 farkli problem bulunmaktadir. Problemlerin
hemen ardinda ¢6ziim yaklasimi Onerileri yer almaktadir. Kitapta yer
alan ¢ozlim yaklasimlar1 yalnizca birer 6neridir. Okuyucularin her bir
etkinlik i¢in kendi modelleme siire¢lerini yasamalar1 ve 6zgiin ¢oziim
yaklagimlarini olusturmalar1 kitabin amacia ve okuyucu agisindan
maksimum faydaya ulagmasina yardimci olacaktir.

Kitapta yer alan her bir modelleme etkinligi, baglamin1 gergek
hayattan almaktadir. Bu 0zelligiyle matematiksel kavramlarin
Ogretimi veya tekrari i¢in lise matematik derslerinde 6grencilere bir
kaynak kitap Ogretmenlere ise bir el kitabi olarak hizmet edebilir.
Diger yandan matematik O0gretmen adaylarmin modelleme siirecini
dogrudan yasamalar1 adina lisans 6grenimlerinde alacaklar1 derslerde
kullanish bir kaynak olacagi diistintilmektedir.

Kitapta yer alan her bir boliim, yazarlarimizin isbirligi i¢indeki
calismalarinin bir sonucu olarak ortak bir akil iiriinii halinde ortaya
¢ikmustir.

Kitabin hazirlanmasi siirecinde okumalari, diizeltmeleri ve soru
katkilar1 nedeniyle yiiksek lisans &grencileri Bilge Tanju ve Simay
Yoriikeren’e tesekkiir ederiz. Ote yandan kitabi dil ve anlatim
yonlinden gozden gegirip diizelterek katkida bulunan Tiirkge
Ogretmeni Osman Sefik'e siikranlarimizi sunariz.

Kitabin; iiniversitede okuyan ogrencilerimize ve matematik
Ogretmenlerimize yol gosterici, model olusturma etkinlikleri yazmada
cesaretlendirici ve yararl olacagini iimit ediyoruz.

Editor ve Yazarlardan... BEYTEPE-2019



2. BASKIYA ON SOZ

Degerli Okuyucularimiz,

Biiyiik bir heyecanla yola ¢iktigimiz bu eserin olusturulmasi
siirecinin ardindan, yayinlanma siireci ve sonrasinda sizlerden gelen
talep ve olumlu geri bildirimler sonucunda verilen emegin ne kadar
kiymetli oldugunu bir kez daha anlamis olduk. Oncelikle gdsterdiginiz
bu yogun ilgiye tesekkiir ederiz.

Kitabimizin ikinci baskisim hazirlamak igin tekrar ise
koyuldugumuzda sizlerden gelen geri bildirimler bizler icin yol
gosterici olmustur. Bu baglamda ilk is olarak birinci baskida var olan
kaynak gosterimi ile ilgili birtakim eksiklikleri gidererek bu eserin
olusmasina kendi c¢alismalariyla kaynak olusturan degerli
akademisyenlerimize emekleri icin tesekkiir etmenin mutlulugu
icindeyiz.

Okuyucularimizin goriislerini degerlendirdigimizde, kitabimizda
farkli diizeylerde modelleme etkinliklerinin yer almasina yonelik
ihtiyact ve yogun talebi fark ettik. Yeni baskinin getirdigi bazi
siirhiliklar olsa da okuyucularimizin bu istegine cevap verebilmek
adina bu baskida farkli sinif diizeylerinde modelleme etkinliklerine
yer verilmistir. Bu siirecte kitabimiza modelleme etkinligi 6rnekleri ile
katkida bulunan yiiksek lisans 6grencilerimiz Timugin Yarkin, Reyhan
Celik ve Pmar Zengin Kilavuz’a tesekkiir ederiz.

Kitabimizin ikinci baskisiyla bizlere katilacak olan yeni
okuyucularimizin degerlendirmeleri ve paylasimlart ile yolumuza
devam etmeyi umuyoruz. Giincelledigimiz ve gelistirdigimiz haliyle
kitabimizin modelleme etkinligi tasarlama ve uygulama baglaminda
tim okuyucularimiz i¢in vazgegilmez bir rehber olmaya devam
etmesini ve keyifle okunmasini dileriz.

Editor ve Yazarlardan....

Subat, 2023

BEYTEPE
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1. BOLUM

MATEMATIK VE
GERCEK HAYAT

1.1 Matematigin Dogasi

Matematik, insan faaliyetlerinin bir sonucu olarak giinliik yasam
ihtiyaglarindan dogmus; zamanla sanat, bilim, endiistri ve tarim gibi
ugrasilarin gergeklestirilmesinde kullanilan etkili bir ara¢ haline gel-
mistir. Baslangigta, basit sayma ve 6l¢me islemlerinde kullanilan ma-
tematik; zamanla bilimsel uygulama alanlarinda gii¢lii bir anlatim ve
cikarsama araci olarak yerini almistir.

"Matematik nedir?" sorusunun cevabinin kapsami bireylerin ma-
tematige atfettigi degere gore farklilik gosterebilmektedir. Aslinda
matematigin en temel anlami “say1 bilimi” olmasidir. Matematigin
diger islevlerine nazaran hayatimizda daha ¢ok hesaplamayla yer bul-
dugunu diisiiniirsek, taniminin sayilardan ayr diisliniilmesinin imkan-
s1z oldugu goriilmektedir. Peki, matematik yalnizca sayilarla m1 ugra-
sir? Elbette hayir! En genel anlamda matematik, 6l¢iilebilen nicelik-
lerle ilgilenen mantiksal bir sistemdir. Nokta, kiime gibi diger soyut
nesneleri ve bu tiir nesnelerin yapilarini, 6zelliklerini ve bu yapilar
arasindaki iligkileri akil ve bilim yoluyla inceleyen; say1 bilgisi, cebir
ve uzay bilim gibi dallara ayrilan bir bilim seklinde tanimlanmaktadir.
Bu baglamda, matematige nicelik ve uzay bilimi olarak da bakilmak-
tadir. Bunun yaninda matematik, nesnelerin 6zelliklerini ve aralarin-
daki iliskileri ortaya ¢ikarma, genelleme ve ulastig1 sonuglar1 kanitla-
ma c¢abas1 i¢indedir. Bu amacina ulagsma yolunda, kendine 6zgii bir dil
ve notasyonlar sistemi kullanir. Bu durum, matematige bir iletisim
aract olma 6zelligi de kazandirmaktadir.
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Pek ¢ok bilim dali tarafindan bir hesaplama araci ve kendi prob-
lemlerine yonelik modeller olusturmada kullanilan matematik, bizi
dogruya ve kesin bilgiye gétiiren bir diisiinme sistemidir. Ote yandan
matematigin bir kesif mi yoksa icat m1 oldugu sorusuna ¢esitli felsefi
yaklasimlarla cevap aranmaktadir. Matematigi kesif olarak gorenler,
matematikte deneysel bilimlerde oldugu gibi olgular1 dogrudan goz-
lemleme ve test etme sanslarinin olmadigini savunurlar. Onlara gore,
matematikle ugrasanlar 6nce sezgi ve akil yliriitme yoluyla dogada
bazi Oriintiiler kesfedip genellemelere ulasirlar; sonra da bu genelle-
melerin kanitin1 yaparlar. Eflatun’a gore, matematikgilerin sezgileri
yoluyla kesfettigi ve kanitladig: oriintiiler dogada zaten vardir ve ma-
tematik, onlar1 kesfetmenin bir yoludur. Bu diigiince yapisi, matemati-
gin dogadaki iliskiler ve oriintiilerin bir yansiticis1 oldugu fikrini do-
gurmaktadir. Bu baglamda, matematigin ortaya koydugu bilgiler kus-
ku duyulmayacak diizeyde giivenilirdir.

Kemeny (1959), matematiksel bilgilerin giivenirligini dnermele-
rin niteligine baglar. Ornek olarak, “Dogru, iki nokta arasindaki en
kisa yoldur” veya “0 + 2 = 2” argiimanlarini ele alalim. A priori adi-
ni1 alan bu argiimanlar deneyimden bagimsiz yalnizca akildan ve aklin
faaliyetlerinden tiiretilen bilgiye baglidir. Bu argiimanlar gézlem so-
nuglar1 ne olursa olsun yanliglanamazdir. Matematik de bu 6rneklerde
oldugu gibi, dogruluk ya da yanlighigma duyumsal ya da ic¢sel dene-
yimden bagimsiz olarak karar verilen inang, yargi ve dnermeler, ne-
denden sonuca dogru giden akil yiiriitmeler igerir. Bu arglimanlarin
kullanilmast matematigi deneysel bilimlerden kesin bir ¢izgiyle ayir-
mak demektir.

Matematigi icat olarak gorenlere gore matematiksel bilgi, ta-
mamlanmamis ve siirekli gelisme halindedir. Bu nedenle, onun mii-
kemmelliginden, kesinliginden ve giivenirliginden bahsetmek oldukc¢a
zordur. Ciinkii onlara gore matematik henliz dogruluguna karar veri-
lemeyen bilgiler igermektedir. Dahasi, matematik insan zihninin bir
iriinii oldugundan, matematikgiler icat ettikleri temsilleri gelistirebi-
lirler, degistirebilirler ve her an diinyamiz igin yeni temsiller icat ede-
bilirler.

Oklid’in “Elementler” adl1 eseri ile seriivenine baglayan ve iki

bin yillik bir kosullanma yaratan Oklid geometrisinin yasadig1 buna-
lim ve sarsinti, matematigi icat olarak gorenlerin énemli dayanakla-
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rindan biri olmustur. Oklid geometrisi, insa edilmeye baglanmasindan
itibaren tek dogru geometri oldugu inancini matematik camiasina dyle
bir yerlestirmistir ki; uzunca bir siire bagka bir geometrinin olabilece-
gini en iinlii matematikgiler bile diisiinmeye cesaret edememistir. Ok-
lid geometrisini insan aklinin yapisal 6zelligine baglayan filozoflarin
oldugu bu dénemde, Oklid dis1 geometrilerin insa edilmesi, matemati-
ge yiiklenen yanlislanamazlik 6zelliginin de biiyiik darbe almasina yol
acmustir. Sonrasinda matematige atfedilen dogmatik 6zellik; yani kay-
nag1 her ne olursa olsun mutlak ve tartisilmaz nihai bir gii¢ olarak ka-
bul edilmesi ve ona akli olmayan bir tarzda baglanilmas1 durumu eles-
tirilmeye baglanmistir. Hatasiz bir girisim oldugu, metodolojisinin
kusursuz bi¢imde ortaya konabilecegi ve gelisiminin formel ve evren-
sel bir sistemle formiile edilebilecegi varsayimi sorgulanmstir.

Matematigin dogmatik olup olmadigina yonelik tartigmalar sii-
rerken, tarihsel akis i¢inde, matematigin iki temel alanda gelisimini
stirdlirdiigli goriilmektedir: Aritmetik ve geometri. Aslinda bu durum,
matematigin niceliklerle ve uzay bilimleri ile ilgili olmasinin dogal bir
sonucudur. Tarihsel akis siirecinde; nicelikler aritmetigin, uzay bilim-
leri ise geometrinin ortaya ¢ikmasini saglamigtir. Geometrinin konusu,
dogru, diizlem, egri ve ylizey gibi siirekli biiyiikliikler iken aritmetik;
say1, islem gibi daha ¢ok ayrik biiytikliikleri konu edinmektedir. Arit-
metik, farkli 6zelliklere sahip sayilar ve sayilar lizerinde gerceklestiri-
len toplama, ¢ikarma gibi islemlerdeki kurallarla ilgili olup; bu islem-
lerin giinliikk yasamda kullanildig1r durumlar ele alir. Diinyada sayilar-
la ilgili bilinen en eski kaynak Misirlilara aittir. Yaklagik 5 bin yil
once sayilar i¢in temsiller gelistirdikleri, ilkel diizeyde sayma seklinde
aritmetige bagladiklar1 ve sonrasinda bu sayilarla toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme islemi yaptiklar1 bilinmektedir. Geometri ise uzam-
sal dlgiimlerle ilgilidir. Ornegin paralelkenarin kdsegenlerinin birbirini
ortalayarak kesmesi veya liggenlerde kenarortaylarin belli bir noktada
kesismesi gibi bilgiler verir. Bir zeminin eskenar {iggen ya da altigen
seklindeki taglarla kaplanabilecegini ancak diizgiin besgen bi¢iminde-
ki taglarla kaplanamayacagini 6gretir.

Mezopotamya’da yerlesik hayata gecilmesi ve tarimla ugrasil-
maya baslanmasi ile birlikte Siimerler, Babiller ileri miihendislik ge-
rektiren yapitlar yapmislardir. Sulama kanallarini ve asma bahgelerini
yaparken de Mezopotamyalilar matematigin giiclinden yararlanmaya
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ithtiya¢ duymuglardir. Ayni1 dénemde Cin, Hindistan ve Misir’da da
insanlarin gilinliik ihtiyaglarin1 karsilamak amaciyla matematige bas-
vurduklar1 goriilmektedir. Sular ¢ekildikten sonra Nil nehrinin kiyila-
rinda tarim yapmak i¢in Misirlilar, her yil tarlalarimi 6lgme ihtiyaci
duymuslar ve bu durum onlar1 geometri yapmaya zorlamistir. Belli
diizeyde 6l¢me bilgisine 6zellikle de yer 6lgme bilgisine ihtiya¢ duy-
muslardir. Yaptiklar1 bu dlgme etkinliklerine “yer 6l¢me” anlamina
gelen geometri adim1 vermislerdir. Cin, Mezopotamya, Hindistan ve
Misir’daki bu gelismeler, matematikte ilkel sayma becerisini ve dort
islemi asan, geometri adi altinda yeni bir alanin olusmaya basladigini
gostermektedir.

Diger yandan, bu iki alanin tarihi gelisimleri itibariyle farkli do-
nemlerde farkl siirecler gecirdigi goriilmektedir. Antik Yunan dncesi
Babiller doneminde daha c¢ok aritmetik 6n plana ¢ikarken, eski Misir
uygarliginda geometri daha ¢ok gelisim gostermistir. Antik Yunan
doneminde ise matematik neredeyse tlimiiyle geometri anlamina gel-
mektedir. Oyle ki, Eflatun’un (M.O. 429-348) Atina’daki akademisi-
nin kapisinda “Geometri bilmeyen giremez” yazmaktadir. Oklid, te-
melini geometrinin olusturdugu “Elementler” adl1 on ¢ ciltlik eserini
ise bu donemde (yaklasik M.O. 300) yazmustir.

Aritmetik ve geometri zaman zaman birbiriyle ¢atigmig, ancak
bu ¢atigmalarin sonrasinda bir uzlagma ve isbirligi donemi dogmustur.
Say1 denilince yalnizca pozitif tamsayilarin anlagildigi bu dénemde,
dik kenar uzunluklar1 bir birim olan ikizkenar dik {iggenin hipotenii-
stinlin uzunlugunun bir tamsay1 ile ifade edilememesinin olusturdugu
hayal kiriklig1 ve catisma doneminin ardindan yasananlar bu duruma
giizel bir ornektir. Tamsayilardan ve rasyonel sayilardan farkli olan
V2 gibi sayilarin varhginin ortaya ¢ikmasi sayesinde, bu gatisma do-
nemi asilmig ve bu iki alan arasinda igbirligi donemi baslamistir. Dik
kenar uzunluklar1 a ve b, uzun kenar1 da c sayis1 ile temsil edilen bir
dik iiggende saglandig1 bilinen iinlii Pisagor Teoremi a? + b? = c?,
sadece bir geometrik Ozelligi degil, aynm1 zamanda sayilar arasinda
saglanan bir aritmetik 6zelligi de ifade etmektedir. Pisagor Teoremi,
matematigin bu iki alani arasindaki somut iligkiyi saglayan ilk ve en
onemli teorem olarak goriilmektedir.

Oklid’in “postulat” adin1 verdigi bes temel varsayim iizerine in-
sa ettigi geometri, Oklid’in Elementler adl1 eseri ile baglayan tekelini
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19. ylizyilin ortalarina kadar siirdiirmiistiir (Sezen, 2007). Bazi mate-
matikgilerin Oklid’in paralellik postulatini diger postulatlarindan fark-
I1 gérmesi ve bu postulat1 bir teorem olarak kanitlama ya da daha te-
mel ve agik goriilen esdeger bir 6nerme ile degistirme ihtiyact duyma-
s1 iizerine, Oklid dis1 geometriler ortaya ¢ikmustir. Elbette bin yillik
tekeli bozmak ve Oklid geometrisinin tek dogru geometri oldugu
inancini kirmak kolay olmamistir. Oklid dis1 geometrileri kurma ko-
nusunda ilk adimi atan iinlii matematik¢i Gauss, fikirlerini agiklama
cesaretini gdsterememistir. ikinci bilyiik adim1 bir matematik profesd-
riinlin oglu olan Bolyai atmis ve “Hi¢ yoktan son derece garip, yeni
bir diinya olusturdum” diyerek c¢alismasini yaymlamistir. Diger yan-
dan Lobachevsky, Bolyai’den yaklasik iki y1l dnce Rusya’da paralel-
lik postulatini1 degistirerek kurdugu yeni geometri ile ilgili bir ¢aligma
yaymlamis ancak gereken ilgiyi gérememistir. 1868°de Italyan mate-
matik¢i Beltrami, paralellik postulatinin kanit sorununa kesin bir ¢6-
ziim getirerek yiizyilin kusku ve tedirginligini sona erdirmistir. Tim
bunlara ragmen Oklid geometrisinin éneminden fazla bir sey kaybet-
medigini ve geometri diinyasindaki seckin yerini korudugunu soyle-
mek miimkiindiir.

Gilinlimiizde, geometri matematigin diger alanlar ile i¢ ige gege-
rek cebirsel geometri, diferensiyel geometri gibi degisik adlarla geli-
simini siirdiirmektedir. Matematigin diger kolu olan aritmetik ise say1-
lar, sayilar ile yapilan islemler ve bunlarin gilinlik yasamin degisik
alanlardaki uygulamalar ile baglayan seriivenini, limit kavraminin
ortaya ¢ikmasiyla “analiz” adi altinda devam ettirmistir. 19. yiizyil
ortalarina kadar denklemlerin koklerini, daha sonralar1 ise soyut yapi-
lar ve soyut islemleri konu edinerek “cebir” adini almistir. Sonrasinda
matematigin geometri diginda kalan, sayilar teorisinden analize kadar
tiim konular1 genis anlamda cebir ad1 altinda toplanmistir. Matematik,
halihazirda cebir ve geometri olmak {izere iki ana alanda ¢aligmalarini
stirdiirmektedir.

Tarihsel gelisim itibariyle bunca farkli asamadan ge¢mis olan
matematik bilimi ile ugrasan bilim insanlarinin da ugras alanlar1 dogal
olarak zaman icinde degisime ugramistir. Matematik hakkinda bili-
nenlerin gilin gectik¢e artmasi ve onun gizemli diinyasinin kapilarinin
acilmasi matematik yapmay1 daha anlagilir hale getirmistir.
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