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ON sOz
Baz1 konularini uzun yillar lisans derslerinde okuttugumuz ve diferensiyel

denklem sistemleri ile sinir deger problemleri konularini yiiksek lisans derslerinde
g6z 6niinde bulundurdugumuz bu kitap on boliim halinde hazirlanmstir.

Birinci béliimde, diferensiyel denklemlere giris anlaminda bazi 6n bilgiler ve-
rilerek temel kavramlar tanitilmaya ¢aligilmigtir.

Ikinci béliimde, birinci mertebeden diferensiyel denklemler, bazi ¢6ziim me-
totlari, birinci mertebeden lineer denklemler ve lineer hale getirilebilen baz1 denk-
lemlerin ¢oziimine iliskin ¢aligmalar yapilmuistir.

Ugiincii boliimde, birinci mertebeden ve yiiksek dereceden denklem tipleri
ve ¢oziim metotlar1 incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, birinci mertebeden denklemlerin uygulamalarina dair
bazi 6rnekler tizerinde durulmustur.

Besinci bolimde, birinci mertebeden bir baslangic deger probleminin ¢6zii-
miiniin varligr ve tekligi izerinde ¢alisilmis olup tekil ¢o6ziimlere sahip denklem-
lere ait 6zellikler incelenmistir.

Altina1 bolimde yiiksek mertebeden sabit katsayily, lineer denklemler tani-
tilmis ve bu denklemlerin ¢6ziim metotlarina dair ¢aligmalar yapilmistir. Ayrica
degisken katsayili olmasina ragmen sabit katsayil1 hale getirilebilen Cauchy-Euler
denkleminin ¢6ziimii incelenmistir.

Yedinci boliimde, degisken katsayili diferensiyel denklemlerin Taylor ve Fro-
benius serileri yardimiyla ¢6ziimii, Bessel denklemlerinin ¢dziimii ve Fourier seri-
si metodu tizerinde ¢alisilmistir.

Sekizinci bolimde, diferensiyel denklem sistemleri, 6zdeger ve 6zvektor ko-
nulari ile 6zuzay ve 6zbaz kavramlari tizerinde durulmustur. Ayrica istel matrisle-
re ait baz1 6zellikler incelenmistir.

Dokuzuncu boliimde, sinir deger problemlerine yer verilmistir. Burada, sinir
deger problemine ait diferensiyel operatoriin Green fonksiyonu ve Sturm-Liouvil-
le probleminin bazi 6zelliklerine dair konular iizerinde ¢alisilmustir.

Onuncu béliimde Laplace doniisiimii, ters Laplace dontisimi ve konvolus-
yon konulari tizerinde durulmus ve diferensiyel denklemlere ait bazi uygulamalar:
incelenmistir.

Bu kitap diferensiyel denklemler dersinin okutuldugu boliimlerde ders kitabi
olabilecek sekilde hazirlanmustir.

Konularin hazirlanigi asamalarinda gerekli hassasiyeti gostermemize ragmen
hata ve eksiklerimizin olabilecegini kabul ederek okuyucu tarafindan gelebilecek
uyarilara agik oldugumuzu ve bundan memnuniyet duyacagimizi belirtmek isterim.
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Bolim 1
Giris

Bu boliimde fiziksel olaylara dair matematiksel modeller, fonksiyon ve denklem
kavrami, diferensiyel denklem tanimi ve diferensiyel denklemlerin ¢6ziim tipleri,
baslangi¢ deger problemleri, baslangic deger problemlerinin ¢6ztimiiniin varlig
ve tekligi ve diferensiyel denklemlerin elde ediligleri ile ilgili ¢alismalar yapilmis-

tir.

1.1 Matematiksel Modeller

Diferensiyel denklemler, 6zellikle fiziksel ve dogal olaylarin bir matematiksel
modellemesi oldugundan burada bu tip denklemlere ait baz1 6rnekler verecegiz.

1) Serbest diisme hareketi. Bir cisim belli bir yiikseklikten ilk hizi sifir olacak
sekilde birakildiginda yere dogru diisen cismin bu hareketine serbest diisme
hareketi denir. m kiitle, v hiz, a ivme, g yergekimi ivmesi ve + zaman olmak

tizere serbest diisme hareketi
ma=mg, v(0)=0
veya
a=g,v(0)=0
problemi seklinde ifade edilir ve buradan v ile ¢ arasinda
v=gt
bagintis1 bulunur.
Buna gore matematiksel olarak
y'=a, y(0)=0, (aeR)

seklinde yazilan problemin bile basit goriiniimlii olmasina ragmen bir fiziksel
aciklamasi vardir.
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2) Populasyon modeli. Bu model 1798 yilinda Thomas Robert Malthus tarafin-
dan gelistirilmis bir modeldir. N(¢), bir ¢ zamanindaki niifusu gostermek {izere
bu model

N'(t)=kN(t), N(t,)=N,
problemi ile verilir. Bu problemin ¢oziimii
N(t) =N, ™
seklinde elde edilir.

3) Van der Pol denklemi. Bu denklem elektrik kondansatorlerinin devreleri
arasindaki elektrik akimi

e iroo, ver i
dt dt

seklinde modellenir. Burada V voltaj, C kondansator kapasitesi, R rezistans ve
L bobin indiiktansini gosterir. Bu iki denklem arasindan

av av

CL > +RC—+V =0
dt dt

diferensiyel denklemi yazilir.

4) Maxwell denklemleri. Genel olarak Maxwell denklemleri asagidaki gibi yazi-
labilir.

vE=L
£

, Gaus yasasl, elektrik

V.H=0, Gaus yasas1, manyetik
OH

UxE =— #E , Faraday yasasi

VxH=], Amper yasasi

E
VxH = gg—t +J, Maxwell'in katkisi ile amper yasast.

J

Burada

R[>

0 0
V= )
Ox Oy
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E elektrik alani, H manyetik alan, p uzaysal yiik yogunlugu, J akim yogun-
lugu, & bos uzayin elektrik gecirgenligi ve 4 bos uzayin manyetik gecirgenligi-
dir.

5) Navier-Stokes denklemi. Akiskanlar mekaniginde, v akiskanin hizi, p yo-

gunluk ve p basing olmak iizere yapiskan maddelerin akimi
o +(v.V)v+ in =vAv
ot P

seklindeki denklemler ile ifade edilir.
6) Is1 denklemi.
U —kAu=0, k>0

denklemine 1s1 denklemi denir ve bu denklem difiizyon (yaymnim) denklemi
olarak da bilinir.

7) Dalga denklemi. Bir boyutlu homojen dalga denklemi
u, —c'u_=0
ve bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi
u, —c’u, = f(x,r)
seklinde bir denklemdir.

8) Rodyoaktif bozunma. Bir ¢ aninda N sayida radyoaktif ¢ekirdek mevcutsa
ve numuneye yeni bir ¢ekirdek ilave edilmiyorsa dt zaman araliginda bozunan
dN ¢ekirdek sayis1 N ile orantilidir. Bu olaya iligkin diferensiyel denklem

N kN
dt

seklinde ifade edilir. Eger bir { =f, aninda N =N, ise problem

dN
EZ—kN, N(tO)ZNO

bi¢iminde olup bu problemin ¢6ziimii
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E2

dN
— =—kdt
N
InN =—kt +¢,
N=¢He
N=ce™
N =N
0

seklinde elde edilir. Eger N(0)= N, ise bu ¢oziim

N=N.e™

bigiminde olacaktir. Bir + zaman araliginda N ¢ekirdek sayis1 yariya diisiiyorsa

bu zamana yari émiir zamani denir ve f, ile gosterilir. Son denklemde

N=N, / 2 yazilirsa t = t,, yariomir zamani

In2
t:tl/z ==

olur.

9) Newton’ nun ikinci kurali. Bir cismin ivmesi cisme etki eden kuvvetle dogru,

cismin kiitlesi ile ters orantili olup bu durum

Fzmazmﬂ
dt

seklinde ifade edilir.

10) Newton’ nun evrensel ¢ekim kurali. Evrendeki her bir parcacik diger bir

parcacigl kiitleleriyle dogru aralarindaki uzakligin karesiyle ters orantili olan bir

kuvvetle ¢eker. Bu durumu ifade eden baginti

mm
_ 1772
F=G— 2

r

ile verilir. Burada G genel yergekimi sabitidir.
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1.2 Temel Kavramlar

Bu kisimda o6ncelikle, fonksiyonlara ait yapilan bazi siniflandirmalari, tiirev,
diferensiyel, diferensiyel denklem gibi bazi temel kavramlar1 hatirlatmak istiyo-
ruz.

Tanim 1.1 D c R" olmak iizere D nin her bir (X,,%,,...,X,) elemanin1 R”

de bir tek u = (u,(x),1,(x),...,u,,(x)) € R" elemanina karsilik getiren bagintiya

D c R" den R" ye bir fonksiyon denir ve
f:DcR">R", (n>1,m>1),

S X0 X)) = (X5 X0 X))y fo (X0, Xy o0y X, )y S (X5 X500 X))
=u
seklinde gosterilir. Bu fonksiyona 7 - degiskenli veya ¢ok degiskenli ve ¢ok
degerli (veya vektor degerli ) fonksiyon adi verilir. Burada,
JisSorees [, i RT > R
fonksiyonlar1 ¢ok degiskenli ve reel degerli fonksiyonlar olup, f fonksiyonunun

bilesen fonksiyonlar: diye adlandirilir. Bu bilesen fonksiyonlar
u; = f(x,%,..,x,) R, (j=1,2,...,m)

seklindedir. Ayrica, D kiimesi fonksiyonun tanim kiimesi ve

S (D) :{f(xl,xz,...,xn)|(xl,xz,...,xn) eR",
= Sasen [} < R”

kiimesi de D nin goriintii kitmesidir. f* fonksiyonunun grafigi, fonksiyonun

tanum kiimesi ile deger kiimesinin kartezyen ¢arpim kiimesinde bulunan

1. ={(xl,xz,...,xn,ul,uz,...,um)|(x1,x2,...,xn) eR",
(u,,uy,....u, ) € R’”} c R"xR"

kiimesidir.
Bu tanim goz 6niine alinarak m ve n pozitif tam sayilarinin alacag: degerlere
gore asagida oldugu gibi 6zel fonksiyon tanimlari yapilabilecektir.
ay m=n=1 igin
fDcR->R, f(x)=y





