Temel Matematiksel
Kavramlar ve
Uygulamalari

- Ogrenenler ve Ogretenler icin -

Editorler: _
Yrd. Dog. Dr. Aysun Niket ELCI
Dog. Dr. Esra BUKOVA GUZEL

Dog. Dr. Berna CANTURK GUNHAN
Yrd. Doc¢. Dr. Emre EV CIMEN

Al




A s

Editorler: Yrd. Dog. Dr. Aysun Niiket ELCI, Dog. Dr. Esra BUKOVA GUZEL
Dog. Dr. Berna CANTURK GUNHAN, Yrd. Dog. Dr. Emre EV CIMEN

TEMEL MATEMATiKSEL KAVRAMLAR VE UYGULAMALARI
Ogrenenler ve Ogretenler Igin

ISBN 978-605-318-755-4
DOI 10.14527/9786053 187554

Kitap iceriginin tiim sorumlulugu yazarlarina aittir.
© 2016, PEGEM AKADEMI

Bu kitabin basim, yayim ve satis haklari Pegem Akademi Yay. Egt. Dan. Hizm. Tic. Ltd. Sti.ye aittir. Anilan kurulusun izni
alinmadan kitabin tiimii ya da béliimleri, kapak tasarimi; mekanik, elektronik, fotokopi, manyetik, kayit ya da baska yon-
temlerle ¢ogaltilamaz, basilamaz, dagitilamaz. Bu kitap T.C. Kiiltlir Bakanligi bandroliiile satiimaktadir. Okuyucularimi-
zin bandrolii olmayan kitaplar hakkinda yayinevimize bilgi vermesini ve bandrolsiiz yayinlari satin almamasini diliyoruz.

Pegem Akademi Yayincilik, 1998 yilindan bugiine uluslararasi diizeyde diizenli faaliyet yiiriiten uluslararasi
akademik bir yaymnevidir. Yayimladigi kitaplar; Yiiksekogretim Kurulunca taninan yiiksekégretim kurumlarinin
kataloglarinda yer almaktadir. Diinyadaki en biiylik gevrimigi kamu erisim katalogu olan WorldCat ve ayrica
Tirkiye'de kurulan Turcademy.com ve Pegemindeks.net tarafindan yayinlari taranmaktadir, indekslenmektedir.
Ayni alanda farkl yazarlara ait 1000’in tizerinde yayini bulunmaktadir. Pegem Akademi Yayinlari ile ilgili detayl bilgi-
lere http://pegem.net adresinden ulasilabilmektedir.

|. Baski: Aralik 2016, Ankara

Yayin-Proje: Ozge lsikci
Dizgi-Grafik Tasarim: Ayse Nur Yildirm
Kapak Tasarimi: Pegem Akademi

Baski: Vadi Grup Ciltevi A.S.
Ivedik Organize Sanayi 28. Cadde 2284 Sokak No:105
Yenimahalle/ANKARA
(0312394 5591)

Yayinci Sertifika No: 14749
Matbaa Sertifika No: 26687

lletisim
Karanfil 2 Sokak No: 45 Kizilay / ANKARA
Yayinevi: 0312 430 67 50 - 430 67 51
Yayinevi Belgec: 0312 435 44 60
Dagitim: 0312 434 54 24 - 434 54 08
Dagitim Belgeg: 0312 431 37 38
Hazirlik Kurslari: 0312 419 05 60
internet: www.pegem.net
E-ileti: pegem@pegem.net



ONsOz

“Temel Matematiksel Kavramlar ve Uygulamalar:” baslikli kitap, alaninda uzman bir¢ok matematik egitimcisinin katkilari ile ha-
zirlanmigs ortak bir eserdir. Elli béliimden olusan bu eserin ortaya ¢ikmasinda yirmi iki tiniversiteden kirk bes 6gretim elemani ve on
matematik 6gretmeni katkida bulundu. Kitapta matematiksel kavramlar kritik noktalari, tarihsel gelisimleri, kullanim alanlari, iliskili
oldugu kavramlar ve uygulamalari agisindan ele alind1. Matematigin temel kavramlarinin ve uygulamalarinin ele alindig: bu kitabin
matematigi 6grenen ve Ogretenlerin temel matematiksel bilgileri 6grenmelerini ve matematiksel kavramlarin nasil ortaya ¢iktigini
anlamalarini saglamak ve matematik ile ilgili merak edilen konulara a¢iklik getirmek amaciyla 6nemli bir kaynak olmas1 beklenmek-
tedir. Kitapta bazi kavramlar bir boliimde ele alinirken daha genis kapsamli kavramlar ayr1 boliimlerde ele alindi.

Ortaya ¢ikan bu eser, kavramlarin tarihsel gelisimine yonelik bilgilerin, ¢6ziimli 6rneklerin, agik uglu sorularin, goktan se¢meli
testlerin, proje konularinin ve gerekli bazi uyarilarin genis kapsamli ele alinis bicimiyle kavramsal bilgilerini ve 6gretim uygulamalari-
ni1 gelistirmek isteyen ilkokulda gérev yapan sinif 6gretmenlerinin, ortaokul ve lise diizeyinde gorev yapan matematik 6gretmenlerinin
yararina sunulmustur. Kitap 6gretmen adaylarinin lisans derslerinde kullanabilmeleri igin YOK ders icerikleriyle 6rtiigecek sekilde
hazirlanmustir. Ek olarak, kitabin 6gretmenlik meslegine gegiste gerceklestirilen sinavlarda da yardimer bir kaynak olarak kullanilmasi
onerilmektedir. Basta Egitim Fakiiltelerinde 6grenim goren matematik 6gretmeni adaylar, fen bilgisi 6gretmeni adaylar1 ve sinif
ogretmeni adaylar1 olmak tizere matematik dersleri alan tiim lisans 6grencileri temel matematiksel kavramlari ve uygulamalarinin
orneklerini tek bir kaynakta bir arada bulabilirler. Lise miifredatinda yer alan konulara iliskin farkl bir bakis agis1 kazanmak isteyen
ogrenciler de bu kitaptan yararlanabilirler. Diger yandan kitap, matematiksel kavramlar ve 6gretimi tizerine ¢aligmalar gerceklestire-
cek matematik egitimi aragtirmacilarina katki saglayabilecektir.

Kitabin ortaya ¢ikmasinda 6ncelikle 6zverili caligmalariyla emek veren boliim yazarlarina ve dizgi asamasindaki yogun ¢aligma-
larindan dolay1 Pegem Akademi Yayinevi ¢alisanlarina tesekkiirlerimizi sunariz. Kitabin matematik egitimi ile ilgilenen tim okuyu-
culara ve alanyazina faydali olmasini temenni ederiz.

Aralik 2016

Yrd. Dog. Dr. Aysun Niiket ELCI

Dog. Dr. Esra BUKOVA GUZEL

Dog. Dr. Berna CANTURK GUNHAN
Yrd. Dog. Dr. Emre EV CIMEN
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KUMELER

|

Dog. Dr. Serkan NARLI
Dokuz Eyliil Universitesi

“Kiimeler teorisini kazandirarak Cantor’un bize sundugu cennetten bizi kimse kovamaz!”

Kazanimlar

Hilbert

Kiime kavramini 6rnekler ile agiklar.

Kiimenin temel kavramlarini belirler.

Sonlu kiime, sonsuz kiime kavramlarini érnekler ile agiklayabilir.

Kiime iizerinde yapilan islemleri anlar.

Kiime islemleri kullanarak problem ¢6zebilir.

1. KUMELER

1.1 Kiime Kavrami ve Elemanlar

Kiimeler sadece matematikte degil glindelik yasantimiz-
da da 6nemli bir yer tutmaktadir. Kitaplarin kiimesi, insanla-
rin kiimesi, renklerin kiimesi 6rneklerinde oldugu gibi birgok
durumda kiimelerden bahsedilmektedir. Sozlitk anlamina gére
kiime; benzer 6zelliklere sahip nesnelerin bir araya gelerek olus-
turduklar1 topluluktur. Bununla birlikte matematikte kiime,
sezgisel olarak bilinen tanimsiz, temel kavramlardan biri ola-
rak kabul edilir (Giiney, 1993). Ayrica adina kiitme denilmeden
baska matematikgiler tarafindan ortiilii sekilde kullanilsa da bu
kavramin matematige Georg Cantor ile girdigi soylenir. Can-
tor, kitmeler kuraminin temellerini ortaya koymustur. Boylece
matematikte yepyeni ufuklar agilip bu kavram, matematigin
her alaninda kullanilmaya baglanmistir. Dahasi kiime kavramu,
matematikte “Modern matematik” ve “Klasik matematik” sinif-
lamasina yol agmistir (Ozer, 1998). Klasik matematik daha ¢ok
aritmetik agirlikls, cebirsel islemlerin yiiriitiilerek problemle-
rin ¢o6ziilldiig ve Euclid’in tanimladigi geometrik nesnelerin
tizerine kurulan geometrinin ele alindig1 matematik tiirtidiir.
Modern matematik ise kiime ve grup kavramlarim kullana-
rak matematiksel yapilar1 yeniden tanimlamaktadir. Ornegin,
modern matematikte dogru noktalar kiimesi, ¢ember ise bir
noktaya esit uzakliktaki noktalarin kiimesidir, yansima donii-

stimii ise bir grup yapisina sahiptir.

Boylesine 6nemli degisikliklere yol agan kiimelerde, yu-
karida belirttigimiz sozliik anlamina bakilirsa elemanlar rast-
gele secilemezler. Oysa Cantor’un ortaya koydugu kiime teo-
risinde ise bir toplulugun kiime olabilmesi i¢in o toplulugun
ortak Ozellige sahip olmasi gerekmemekte sadece kiimenin
elemanlarinin kesin olarak belirlenebilmesi istenmektedir. Bu
da kimenin iyi tanimliligi olarak bilinmektedir. Kiime, bir
biitiin olarak ele alinabilen iyi tanimlanmis nesneler toplulu-
gudur. Ornegin tek sayilardan olusan topluluk bir kiime belir-
tir. Clinkii bir nesne ya tek sayidir ya da degildir. Bunun gibi
“yerytizinde yasayan insanlar toplulugu”, “i¢ rakamli pozitif
tam sayilar toplulugu” veya “e, f, k, m, 2, 5, 8 den olusan harf-
ler ve sayilar toplulugu” gibi topluluklar kiime belirtir. Oysa
“geng insanlar” ifadesi, sinirlar net ¢izilemeyecegi i¢in bir kiime
belirtmez.

Sunu da not olarak belirtelim ki “gen¢ insanlar” 6rne-
ginde oldugu gibi, giindelik hayatta bir¢ok sey kesin ¢izgiler-
le ayrilamaz ve bu durum bilim adamlarini alternatif kiime
kavramlar: ile ugrasmaya zorlamistir. Lesniewskinin (1915)
mereology isimli teorisi, Vopenka’in (1970) alternatif kiime te-
orisi, Apostoli ve Kanadanin (1999) penumbral kiime teorisi,
soft kiime teorisi, sezgisel kiime teorisi, Pawlakin (1982) kaba
(rough set) kiimeleri ve belki bu kiimelerin en tinliisit Zadeh'in
(1965) Bulanik Kiime Teorisi (Fuzzy Sets) bu teorilere 6rnek
gosterilebilir (Pawlak, 1997). Bu boliimde ise Cantor’un fikir
babaligini yaptig1 bilinen kiime teorisi ve bu teori ile ilgili temel

kavramlar tartisilacaktir.
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Kiimeler genelde A, B, C, ... gibi biiyiik harflerle gosteri-
lirler. Ayrica kiimeyi olusturan nesnelere kiimenin elemanlari
denir. x, bir A kiimesinin elemani ise bu durum “xcA” ile de-
gilse “x¢ A” ile gosterilir.

1.1.1 Kiimelerin Gosterim Sekilleri

Herhangi bir A kiimesi, elemanlar1 { } sembolii i¢cinde
aralarina virgiil konarak yazildiginda liste yontemi ile, kapali
bir egri i¢inde elemanlarinin bagina bir nokta konarak yazil-
diginda Venn Semast ile ve { } sembolii iginde elemanlarinin
tiimiini iceren ortak bir 6zellige gore yazildiginda, A={x | x
elemani p ozelligine sahiptir} veya A={x : x elemani p ozelli-
gine sahiptir} gibi, ortak ozellik yontemine gore yazilmis olur
(MEB, 2012, 5.36). Tabii ki kimi kiimeler bu yontemlerin ti¢ii
ile de gosterilebilirken, bazilar1 gosterilemezler.

Ornegin elemanlari a, b ve c olan bir A kiimesini diigiine-
lim. Bu kiime liste yontemi ile;

A={a, b, ¢}
ortak 6zellik yontemine gore;
A={x| x, Tirk alfabesinin ilk ti¢ harfinden biri}
ve Venn Semasi ile de

A

seklinde gosterilebilir:

Yeryiiziinde yasayan canlilardan olusacak kiimeyi diisii-
nelim. Bu kiime, ortak 6zellik yontemi ile B={x | x, yeryiiziinde
yasayan canlilardan biridir} seklinde belirtilebilir. Oysa bu kii-
menin liste yontemi ile ve Venn semasi ile gosterimi pek miim-

kiin goriilmemektedir.

! Oyarr

Kiime gosterimlerinde herhangi bir eleman iki kere yazil-
maz ve yazilis sirast kiime i¢in énemli degildir. Ornegin MIS-
SISSIPPI kelimesinin harflerinden olugacak kiimeyi ele alacak
olursak, bu kilme {m, i, s, s, i, 5, 8, i, p, p, i} seklinde yazilmaz!
Bu kiime {m, i, s, p} seklinde yazilmalidir. Ve de elemanlarin
yazilig siras1 6nemli olmadigindan {i, p, m, s} veya {m, p, i, s}
kiimeleri de bu kiime ile ayn1 kiimeyi belirtir.

Tanim. Bir A kiimesinin elaman sayist s(A) ile gosterile-
bilir. Eleman sayisi sonlu olan kiimeye sonlu kiime, sonlu tane
elemandan olugmayan kiimeye de sonsuz kiime denir. Ornegin

{a, b, c}
{1, 2,3, ...,99999999999998, 99999999999999}
kiimeleri sonlu iken

IN={0, 1, 2, ...} dogal sayilar kiimesi

g

IP={x : x, bir asal say1} asal sayilar! kiimesi

ise sonsuz kiimelerdir.

Ornek: Asagidaki kiimelerin eleman sayilarini belirleyi-
niz.

A={1,2, {3,4}}

B={{{5}, 6}}, 7}

C={{{{5} 63}, 71}

D={x: x bir reel sayidir}

Coziim: A kimesinin ti¢ eleman: vardir. 1€A, 2€A ve
{3,4} €A dir. Dolayisiyla s(A)=3 tiir. B kiimesi ise iki elemandan
olugmaktadir. {{5}, 6}} B ve 7B dir. Yani s(B)=2 dir. Dikkatli
bakilirsa C kiimesinin de tek elemandan olustugu goriilebilir.
{{{5}, 6}}, 7} eC ve s(C)=1 dir. D kiimesi de IR reel sayilar kii-
mesine esit olacagindan sonsuz elemanlidir.

© 6
!) %IZC)@ Evrendeki tiim yildizlarin kiimesi sonsuz mudur?

1.2 Bos Kiime ve Evrensel Kiime

Bazen bir kiime i¢in tanimlanan ozelligi saglayan higbir
eleman bulunmayabilir. “Negatif dogal sayilar kiimesi” veya
“karesi sifirdan kiigiik reel sayilar kiimesi” gibi. Bu tiir durum-
lar1 karsilamak tizere matematikte bos kiime tanimlanmustir.
Higbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bos kiime, &
veya { } sembolii ile gosterilmektedir. Ayrica bos kiime J={x:
x#x}={x: p(x)vp/(x)} seklinde de yazilabilmektedir. s(&J)= 0
dir.

Bos kiimenin téimleyeni olarak diisiinebilecegimiz bir
kavram ise evrensel kiime kavramidir. Calistigimiz alan ile
ilgili yazabilecegimiz en genis kiimeye evrensel kiime denir.
Evrensel kiime E={x: x=x}={x: p(x)vp/(x)} seklinde gosterilebi-
lir. Bu tanimdan anlagilacag: tizere birden fazla evrensel kiime
tanimlanabilir. Calistigimiz alana gore, iki elemanli bir kiime
evrensel kiime olabilirken, 6rnegin ikilik tabanda ¢aligtigimiz
bir alanda rakamlar i¢in evrensel kiimemiz 0 ve 1 den olusur,
bagka bir alanda IN dogal sayilar kiimesi veya IR reel sayilar
kiimesi evrensel kiime olarak segilebilir?.

1.3 Alt Kiime

Kiimelerde 6nemli kavramlardan biri de alt kiime kav-
ramidir. A ve B iki kiime olmak {izere A kiimesinin her ele-
mani B kiimesine de ait oluyorsa A kiimesi B kiimesinin alt
kiimesidir yada A kiimesi B kiimesi tarafindan kapsanir; veya
B kiimesi A kiimesinin tist kiimesidir ya da B kiimesi A kii-
mesini kapsar denir ve A — B veya B 5 A seklinde gosterilir.

1 Asal sayilarin sonsuzlugunu Euclid, M.O. 300 yili dolaylarinda
yazdig1 “Elements” adl1 kitabinda yer alan ispat ile gostermistir.

2 Herseyi eleman kabul eden bir evrensel kiimenin varhigini dii-
sinmek Russell Paradoksu adi verilen bir paradoksa neden ol-

maktadir (MD, 2003, Giiney, 1993).
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Alt kiime olma kavrami matematiksel olarak su sekilde ifade
edilebilir:
“x€ Aikenx e B&AcB”
Peki kag tane alt kiitme yazilabilir. Asagidaki tabloyu dii-
stinelim:

Tablo1. 1-4 Elemanli Kiimelerin Alt Kiimeleri

. . Eleman Alt Kiimenin
Kimeler  Alt Kimeler

Says1 Eleman Sayis1
%) %) 1 1
{a} &, {a} 1 2
{a,b} &, {a}, {b}, {a,b} 2 4
&, {a}, {b}, {c},
{a,b,c} {a,b}, {a,c}, {b,c}, 3 8
{a,b,c}
&, {a}, {b}, {c}, {d},
{ab}, {ach, fad},
{a,b,c,d}  {bc}, {bd}, {cd}, 4 16
{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d},
{b,c,d}, {ab,c,d}

Alt kitme sayisinin, kiimenin eleman sayisina bagli olarak 2
nin kuvvetleri seklinde arttig1 gortilebilir. Tabloya bakilirsa,

sifir elemanli bog kiimenin 2° = 1 tane,

bir elemanli {a} kiimesinin 2! = 2 tane,

iki elemanli {a,b} kiimesinin 22 = 4 tane,

ii¢ elemanli {a,b,c} kiimesinin 23 = 8 tane ve

dort elemanli {a,b,c,d} kiimesinin 2% = 16 tane alt kiime-
sinin oldugu anlagilmaktadir. Bu durum bir rastlant: degil, bi-
nom agilimi veya saymanin temel ilkesi ile kanitlanabilecegi
tizere biitiin kiimeler i¢in gecerli olan bir kuraldir. s(A)=n ise A
kiimesinin 2" tane alt kiimesi vardir.

Alt kiime tanimi 15181nda su ifadelerin de gegerli olacag:
goriilebilir:

“Bos kiime her kiimenin alt kiimesidir (JcX)”

“Her kiime kendisinin alt kiimesidir (XcX)”.

“Her kiime evrensel kiimenin alt kiimesidir (X<E)”.

Goriilecegi tizere her kiime kendisinin alt kiimesidir.
Kiimenin kendisi haricindeki diger alt kiimelerine ise 6z alt
kiime denir. Dolayisiyla n elemanli bir A kiimesinin 2"-1 tane

0z alt kiimesinin olacag1 agiktir.

Ornek: Alt kiime sayisinin 13 fazlas, 6zalt kiime sayisinin

3 katina esit olan kiimenin eleman sayisini bulunuz.

Coziim: 1lgili kiime A ve eleman sayist s(A)=n olsun. Bu
durumda
274+13=3.(27-1)
2"+13=3.2"-3

Kimeler 3

22"=16
2n=8=23
n=3

bulunur. s(A) = 3 olur.

Ayrica alt kiime ile ilgili bir bagka kavram ise kuvvet kii-
mesi kavramidir. Bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olu-
san aileye® A kiimesinin kuvvet kiimesi denir. Kuvvet kiimesi,
@ (A) veya 24 ile gosterilebilir. s(A) = n ise tiim alt kiimelerin
ailesi oldugu icin kuvvet kiimesinin eleman sayist s( g (A)) = 2"
dir.

Ornegin A={a} ise kuvvet kiimesi @ (A) = {J, {a}} veya
B = {a,b,c} ise kuvvet kiimesi P(B)= {{, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c},
{b,c}, {a,b,c}} dir.

Alt kiitme konusunda ilgilenilen bir bagka konu da her-
hangi bir eleman sayisina sahip alt kiime sayisidir. Bunun igin
asagidaki cizelgeye bir goz atalim:

Tablo2. 4 Elemanli Kiimenin 0-4 Elemanli Alt Kiime

Sayilan
Kiime Alt kiimeler Alt kiime
Sayist
0 elemanli |Y 1
1 elemanli |{1}, {2}, {3}, {4} 4
A={1,2,3,4} |2elemanls |{1,2},{1,3},{1,4}, 6
{2,3}, {2,4}, {3,4}
3elemanh |[{1,2,3}, {1,2,4}, 4
{1,3.4}, { 2,3,4}
4 elemanl | {1,2,3,4} 1

Gortildigi tizere 4 elemanli A kiimesinin sifir elemanli
1 tane, bir elemanl: 4 tane, iki elemanli 6 tane ve dort eleman-
I1 1 tane alt kiimesi bulunmaktadir. Dikkatli incelenirse bu alt
kiime sayilari, kombinasyon ile iligkilendirilebilir. Genel olarak;

n elemanli bir A kiimesinin r elemanl alt kiime sayisi

C(“’r>_<lr])_ (n —nr!)!-r! dir

Ornegin yukarida s(A)=4 tiir. Bu kiimenin;

4
sifir elemanli alt kiime sayisi (0) = (

N
N
I

=
I

bir elemanlr alt kiime say1s1 (

4

iki elemanli alt kiime sayis1 ( ) S e 6;
2/ (2)1-2

) ) 4 4!

ti¢ elemanli alt kiime say1s1 = —— =4 ve
O

. . 4 4! .
dort elemanli alt kiime sayist = — = 1dir.
4/ (o)-4

3 Elemanlari kiime olan kiimelere, kiime ailesi denir
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Bu konu ile ilgili asagidaki 6rnekleri inceleyelim:

Ornek: A = {a,b,c.d.e f,gh} kilmesinin

1) Alt kiimelerinin kag tanesinde a elemani bulunmaz?

2) Alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a elemani bulunur?

3) Alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a ve b elemanlarinin
ikisi birden bulunur?

4) Alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a ve b elemanlarinin
ikisi birden bulunmaz?

5) Alt kiimelerinin kag tanesinde a veya b elemani bulu-
nur?

6) Alt kiimelerinin kag tanesinde a veya b eleman: bulu-
nur?

7) Alt kiimelerinin kag tanesinde a elemani bulunur ama
b elemani bulunmaz?

8) 4 elemanl alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a elemani
bulunmaz?

9) 4 elemanl alt kiimelerinin kag tanesinde a eleman1 bu-
lunur?

10) 4 elemanh alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a ve b
elemanlar1 bulunur?

11) 4 elemanli alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a ve b
elemanlar1 bulunmaz?

12) 4 elemanl alt kiimelerinin kag¢ tanesinde a veya b
eleman: bulunmaz?

13) 4 elemanli alt kiimelerinin ka¢ tanesinde a veya b
elemani bulunur?

14) 4 elemanl alt kiimelerinin kag tanesinde a eleman:
bulunurken b elemani bulunmaz?

Coziim:

1) A kimesinden a elemani ¢ikarilirsa 7 elemanl
{b,c,d,e,f,g,h} kiimesi elde edilir. Bu kiimenin kag tane alt kii-
mesi varsa o kadar A kiimesinin a elemanini igermeyen alt kii-
mesi olacaktir. Dolayisiyla bu say1 27=128 dir.

2) A kiimesinin tiim alt kiimelerinin sayis1 28 = 256 dur.
a elemanini icermeyen alt kiimelerinin sayisi ise 27 = 128 idi.
Bu yiizden a elemanini igeren alt kiimelerinin sayis1 28-27=128
dir. Bir baska yontem olarak su distinilebilir. 7 elemanl
{b,c,d,e,f,g,h} kiimesinin 27=128 tane alt kiimesinin her birine a
elemani eklenirse, A kiimesinin a elemanini iceren alt kiimeleri
elde edilmis olur. Sonugta, A kiimesinin a elemanini igeren alt
kiimeleri sayis1 128 dir.

3) A kiimesinden a ve b ¢ikarilirsa, {c,d,e,f,g,;h} kiime-
si elde edilir. Bu elde edilen kiimenin 2°=64 tane alt kiimesi
vardir. Bu alt kiimelerin her birine a ve b elemanlar: birlikte
eklenirse, A kiimesinin 2°=64 tane alt kiimesinde a ve b ele-

manlarinin ikisi birden bulunur.
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4) A kiimesinin tiim alt kiimeleri sayisindan a ve b nin
bulundugu alt kiime say1sini ¢ikarirsak 28-26=256-64=192 tane
alt kitmede a ve b birlikte eleman olarak bulunmaz.

5) “a veya b elemani bulunmaz” demekle yalniz a elemani
bulunmadig1 ve yalniz b elemaninin bulunmadig: ve ikisinin
birden bulunmadigi durumlar kastedilmektedir. A kiimesin-
den a ve b gikarilirsa, {c,d,e,f,g,h} kiimesi elde edilir. Bu elde
edilen kiimenin 2°=64 tane alt kiimesi vardir. Dolayisiyla A kii-
mesinin 64 tane alt kiimesinde a veya b elemanlar: bulunmaz.

6) “a veya b elemani bulunur” demek a eleman: bulunur
veya b elemani bulunur veya ikisi birden bulunur demektir. Bu
ylzden tiim alt kiime sayisindan a veya b nin bulunmadig) alt
kiime sayisini ¢ikarmak yeterli olacaktir. Sonugta 256—64=192
tane alt kiimede a veya b elamani bulunur.

7) A kiimesinden a ve b elemanlari ¢ikarilirsa {c,d,e,f,g,h}
kiimesi elde edilir. Bu elde edilen kiimenin 2°=64 tane alt kii-
mesi vardir. Bu alt kiimelerin her birine a elemani eklenerek
elde edilecek alt kiimelerde a elemani vardir ama bu alt kiime-
ler b elemanini igermez. Dolayisiyla A kiimesinin 64 tane alt
kiimesinde a eleman1 bulunur ama b eleman1 bulunmaz.

8) A kiimesinden a elemani c¢ikarilirsa 7 elemanh
{b,c,d,e,f,g,h} kiimesi elde edilir. Bu kiitmenin C(7,4) = 35 tane
4 elemanli alt kiimesi vardir. Dolayisiyla A kiimesinin 35 tane a
elemanini icermeyen 4 elemanl alt kiimesi vardir.

9) A kiimesinin tiim 4 elemanli alt kiimelerinin sayisin-
dan a elemanin: icermeyen 4 elemanl alt kiimeleri sayisini
cikarirsak, a elemanini igeren 4 elemanl: alt kiimeleri sayisini
bulabiliriz. Bu da C(8,4)-C(7,3)=70-35=35 tanedir. Ikinci yol
olarak su da diisiiniilebilir: 7 elemanl: {b,c,d,e,f,g,h} kiimesinin
C(7,3)=35 tane 3 elemanl alt kiimesi vardir. Bu alt kiimelere a
elemani eklenirse A kiimesinin a elemanini iceren 4 elemanl
alt kiimelerini buluruz. Sonug olarak A kiimesinin a elemanini
iceren 35 tane 4 elemanl: alt kiimesi vardir.

10) A kiimesinden a ve b ¢ikarilirsa, {c,d,e,f,g,h} kiimesi
elde edilir. Bu kiimenin C(6,2)=15 tane 2 elemanl alt kiimesi
vardir. Bu alt kiimelere a ve b elemanlar: birlikte eklenirse, A
kiimesinin 15 tane a ve b elemanlarini birlikte iceren alt kiimesi
elde edilir.

11) A kiimesinin 4 elemanli tiim alt kiimeleri sayisindan
a ve b nin bulundugu 4 elemanl alt kiime sayisin1 ¢ikarirsak,
70-15=55 tane a ve b nin bulunmadig1 4 elemanli alt kiimesinin
oldugu goriiliir.

12) “a veya b eleman: bulunmaz” demekle yalniz a elema-
ninin bulunmadigi ve yalniz b elemaninin bulunmadig: ve iki-
sinin birden bulunmadig1 4 elemanl alt kiimeler kastedilmek-
tedir. A kitmesinden a ve b ¢ikarilirsa, {c,d,e,f,g,h} kiimesi elde
edilir. Bu kiimenin C(6,4)=15 tane 4 elemanl alt kiimesi vardir.
Bu alt kiimeler a veya b elemanini icermezler. Sonug 15 dir.

13) “a veya b elemani bulunur” demek a eleman1 bulunur
veya b elemani bulunur veya ikisi birden bulunur demektir. Bu
yuzden dort elemanl: tiim alt kiime sayisindan a veya b nin bu-
lunmadig; alt kiime sayis1 ¢ikarilmalidir. Dolayisiyla 70-15=55
tane a veya b elemaninin bulundugu alt kiime vardir.
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14) A kiimesinden a ve b elemanlari ¢ikarilirsa {c,d,e,f,g,h}
kiimesi elde edilir. Bu elde edilen kiimenin C(6,3)=20 tane 3
elemanli alt kiimesi vardir. Bu alt kiimelerin her birine a elema-
n1 eklenerek elde edilecek 4 elemanl alt kiimelerde a elemani
vardir ama bu alt kiimeler b elemanini igermez. Dolayisiyla A
kiimesinin 4 elemanl alt kiimelerinin 20 tanesinde a elemani
bulunur ama b elemani bulunmaz.

Ornek: A={1,2,3,4,5} kiimesinin bos kiime harig tiim alt
kiimelerinde bulunan elemanlarin ¢arpimi kagtir?

Céziim: Burada 1 elemanini igeren alt kiime sayis1 24=16
dir. Benzer gekilde 2 elemanini da, 3 elemanini da, 4 elemanini
da ve 5 elemanini da igeren alt kiime sayis1 24=16 dir. Dola-
yistyla, tiim alt kiimelerdeki elemanlar1 ¢arptigimizda her ele-
mandan 2%=16 tane bulunur ve carpim sonucu 110,216, 316,416,
516=(51)16 dyr.

Ornek: A={1,2,3,4,5} kiimesinin bos kiime hari¢ tim alt
kiimelerinde bulunan elemanlarin toplami kagtir?

Coziim:  Tum  alt  kimeler
de her elemandan 16 tane oldugu icin aranan toplam
16.1+16.2+16.3+16.4+16.5=16.(1+2+3+4+5)=16.15=240 ola-
rak bulunur.

disiintldigiin-

Ornek: A={a,b,c}veB={a,b,c,d, e f, g, h} olmak tizere
A c M c B kosuluna uyan kag farkli M kiimesi yazilabilir?

Coziim: Bu kosulu saglayacak M kiimeleri, B kiimesi-
nin a, b ve ¢ elemanlarini igeren alt kiimeleridir. Dolayisiyla
{d, e, f, g, h} kiimesinin tiim alt kiimelerine a, b ve ¢ elemanlari-
n1 eklersek kosulu saglayan M kiimelerini bulabiliriz. Sonugta
{d, e, f, g, h} kiimesinin 2°=32 tane alt kiimesi vardir ve ilgili
kosulu saglayan M kiimeleri 32 tanedir.

1.4 Esit ve Denk Kiimeler

Alt kiime ile iliskilendirebilecegimiz bir kavram
da kiimelerin esitligidir. Ayni elemanlardan olusan A
ve B gibi iki kiimeye esit iki kiime denir ve A=B seklin-
de gosterilir. Bu tanima gore A kiimesinin her elema-
m B kimesinin, B kiimesinin her elemani da A kimesi-
nin eleman: olmak durumundadir. Yani “A=B ise A B ve
B < A” dir. Tabii ki bu ifade “A — B ve B — A ise A=B” seklinde
de yazilabilir.

Eleman sayilar: esit olan A ve B gibi iki kiimeye de denk
iki kiime denir ve A=B ile gosterilir. Tanimlardan goriilebile-
cedi Uizere esit iki kitme her zaman denktir ama denk iki kiime
esit olmayabilir.

A =1{-2, 2}, B={x: x>=4, xelIR}, C={a, b}, D={-2, 2, 4} kii-
melerini disiinelim. Burada A ve B kiimeleri esit dolayisiyla

Kimeler 5

denk iki kitmedir. C kiimesi ise A, B ve D kiimelerine esit degil-
dir ama A ve B kiimelerine denktir. D kiimesi de diger kiimele-
rin higbirine ne esittir ne de denktir.

? Sizee

Sonsuz kiimelerin denkliginden bahsedilebilir mi?

1.5 Kiimelerde islemler

Kiimelerde islem olarak 6ncelikle birlesim, kesisim, fark
ve tiimleme islemleri tanimlanabilir:

» A kiimesine veya B kiimesine ait olan elemanlarin
olusturdugu kiimeye bu iki kiimenin birlesimi denir ve AUB
seklinde gosterilir.

A B

AUB = {x: xe AvxeB}

» Hem A kiimesine hem B kiimesine ait olan elemanla-
rin olusturdugu kiimeye bu iki kitmenin kesisimi veya arakesi-
ti denir ve ANB seklinde gosterilir.

A B

AMB = {x: xe A A xeB}

» A kiimesine ait olup da B kiimesine ait olmayan ele-
manlarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin B kiimesinden
fark: denir ve A-B veya A\ B seklinde gosterilir.

A B

A-B ={x:xeA Ax¢B}

» E evrensel kiimesine ait olup da A kiimesine ait olma-
yan elemanlarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin tiimleyeni
denir ve -A veya \A veya A’ veya A°seklinde gosterilir.
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Al = {x: x¢ A Ax€E}

Bu islemler ile ilgili basit bir 6rnek verelim. A kiimesi
“Kirikkale” kelimesini, B kiimesi de “Kastamonu” kelimesini
olugturan harfler kiimesi olsun. Bu durumda A = {k,;,r,a,l,e} ve
B = {k,a,s,t,m,0,n,u} olarak bulunacaktir. Bu kiimeler ile iglem
yapilacak olursa,

AUB = {k,,r,a,le,s,t,m,0,n,u},
ANB = {k,a},
A-B = {irle},
B-A = {s,t,m,o,n,u}
kiimeleri elde edilecektir. Timleme islemi yapmak istersek
evrensel kiimenin belirlenmesi gerekir. Evrensel kiime olarak
E={x: x, Tiirk alfabesindeki harflerden biri} kiimesi segilirse,

A'={b,c,¢,d,f,g,&:h,i,j;m,n,0,6,p.8,$,t,u, 1L,V 2}

B'={b,c.¢.d.e,f,g.&h,11jL6,p,55.0,v,y,2}
timleme kiimeleri elde edilir.

Yukaridaki gibi tanimlanan kiimelerde islemlerin birta-
kim ozelliklerinden bahsedilebilir. Bu o6zellikler A, B ve C her-
hangi @i¢ kiime ve E evrensel kiime olmak tizere asagidaki gibi
Ozetlenebilir:

»  AUA=A ve AnA=A (Tek kuvvet 6zelligi)

>  AUB=BUA ve ANB=BNA (Degisme ozelligi)

» (AUB)UC= AU(BUC) ve (ANB)NC= AN(BNC)
(Birlesme 6zelligi)
AVD=BUA=A ve AND=BNA=D
AUE=EUA=E ve ANE=EnA=A
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) ve
(BNC)UA=(BUA)N(CUA) (Birlesimin kesisim

tizerine soldan ve sagdan dagilma &zelligi)

»  ANBUC)=(ANB)U(ANC) ve
(BUC)NA=(BNA)U(CNA) (Kesisimin birlesim
tizerine soldan ve sagdan dagilma ozelligi)

»  (A’)Y=A (Bir kiimenin tiimleyeninin tiimleyeni ken-
disine esittir)

»  (AUB)'= A/nB’ ve (AnB)'= A/UB/ (De Morgan Ku-
rallar)

A-A=0, A-O=A, T-A=T, A-E=TJ
A-B=AnB/

%

Ayrica iki kiimenin birlesim kiimesinin eleman sayisi ile
kiimelerin kendilerinin ve kesisimlerinin eleman sayis1 arasin-
da asagidaki iliskiden bahsedilebilir:

“s(AUB)=s(A)+s(B)-s(ANB)”

Buradan hareketle su esitlige de varilabilir:

“s(A-B)=s(A)-s(AnB)”
Asagidaki 6rnekler ile bu durumu pekistirelim.

Ornek: Futbol veya masa tenisinden en az birini oynayan
40 kisilik bir sinifta 28 6grenci futbol, 21 6grenci masa tenisi
oynamaktadir. Bu sinifta her iki oyunu da oynayan kag 6grenci

vardir?

Coziim: s(FUM)=40, s(F)=28 ve s(M)=21=
s(FUM)=s(F)+s(M)-s(FAM)=

40=28+21- s(FNM)=

s(FMM)=9 bulunur.

Ornek: A ve B kiimeleri i¢in, s(AUB) = 4x — 6,
sS(ANB)=x-7,8(A) =12 + x ve s(B) = 3x — 8 ise A N B kiime-

sinin ti¢ elemanli kag alt kiimesi vardir?

Coziim: s(AUB)=s(A)+s(B)-s(AnNB)=
4x - 6=12 + x+3x - 8- (x -7)=>
x=17 = s(AnB)=10=
kesisim kiimesinin C(10,3)=10!/(7!.3!)=120 tane {i¢ elemanl

alt kiimesi vardir.

Ornek: Herkesin Ingilizce ve Almanca dillerinden en az
birini bildigi bir sinifta Ingilizce bilenler Almanca bilenlerin 3
katinin 10 fazlasina esittir. Her iki dili bilen 5 kisi ve sinif mev-

cudu 49 kisi ise bu sinifta Almanca bilenlerin say1s1 kagtir?

Céziim: s(1)=3.s(A)+10, s(IUA)=49 ve s(InA)=5 olur.
s(IUA)=s(I)+s(A)-s(INA) =

49=3.5(A)+10+ s(A)-5 =

4.5(A)=44 =

s(A)=11 bulunur.

Ornek: XzY ve YZX, s(XNnY)#0, s(X)=8 ve s(Y)=10
olduguna gore XUY kiimesi en az kag elemanl: olur?

Coziim: XzY ve YZX, s(XNY)#0 ise X kiimesinin Y kii-
mesinde, Y kiimesinin de X kiimesinde bulunmayan elemanlar1
vardir. Kesisim de bostan farkli olduguna gore, birlesim kiime-
sinin en az elemanli olmasi i¢in kesisim kiimesi miimkiin oldu-

gu kadar ¢ok elemanl: se¢ilmelidir. Bu durumda s(X-Y)=s(X)-



g

s(XNMY) esitliginden s(XMY)=s(X)-s(X-Y) bulunur. s(X-Y)=1
alinirsa s(XNY)=8-1=7 dir. Bu durumda s(XUY)=s(X)+s(Y)-
s(XNY)=8+10-7=11 dir.

Not: A, B, C gibi ti¢ kiime alindiginda birlesim kiimesinin
eleman sayisi ise agagidaki esitlikle belirlenebilir:

“s(AUBUC) = s(A) +s(B) +s(C) — s(AmB) — s(ANC) —
s(BNC) + s(AnBNC)”

Bu esitlik ile ilgili asagidaki 6rnekler incelenebilir.

Ornek: Ingilizce, Almanca ve Fransizca dillerinden en az
birinin konusuldugu bir sinifta, Ingilizce bilenler 16, Almanca
bilenler 15, Fransizca bilenler 19 kisidir. Ingilizce ve Almanca
bilenler 5, Ingilizce ve Fransizca bilenler 8, Almanca ve Fran-
sizca bilenler 6 kisidir. Her ti¢ dili de bilenler 3 kisi olduguna
gore sinif mevcudu kag kisidir?

Coziim:
s(IUAUF) = s(I) +s(A) +s(F) — s(InA) —s(INF) — s(ANF) +
s(INnANF)

= 16+15+19-5-8-6+3=34 bulunur.

Kimeler 7

BOLUM DEGERLENDIRME SORULARI

Asagidakilerden hangisi bir kiime belirtir?
A) {Bazi Insanlar}

B) {x:x, Akdenize dokiilen bir nehir}

C) {x:x, giizel kizlardan biri}

D) {x:x, eniyi futbolcu}

E) {x:x, geng futbolcu}

A = {a,{b,c},{b,c,d},e}

B = {*,V)Q}

C={{g}

kiimeleri veriliyor. s(A)+s(B)+s(C) kagtir?

A)6 B) 7 C)8 D)9 E) 10

A ={1,{2,3},4}
B = {1,{2},{3},4}
C={{1}{2,3}.4}

kiimeleri veriliyor. Buna gore, asagidakilerden hangisi
dogrudur?

A) A kiimesi dort elemanlidir.

B) A kiimesi C kiimesine denktir
C) B kiimesi C kiimesine denktir
D) A kiimesi C kiimesine esittir
E) {2,3}cC

Asagidakilerden hangisi/hangileri dogrudur?

I. A kiimesinin her elemani, B kiimesinin de elemani
ise A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir ve AcB ile
gosterilir

II.  Her kiime kendisinin 6zalt kiimesidir

III. KcM ise, M kiimesi, K kiimesinin alt kiimesidir

A) Yalniz IIT B) I ve III C) Yalniz I
D) Il ve ITT E) I, I ve III

Sonlu bir A kiimesi i¢in s(A)=3 olsun. Bu durumda, A
kiimesinin kuvvet kiimesinin alt ve 6zalt kiime sayis1
sirastyla asagidakilerden hangisidir?

A)4,5 B) 8,7 C)9,8
D) 256, 257 E) 256, 255



8

10.

11.

Temel Matematiksel Kavramlar ve Uygulamalari

A={a,b,c,d} ve B={1,2,3} kiimeleri veriliyor. Bu durum-
da asagidakilerden hangisi yanlistir?

A) JDcAveJcB

B) {ab,c,d}cA ve{1,2,3}cB
C) Kc{l1,3}ise KcB

D) {1}cM c {1,2} ise McB
E) {ab}cS ise ScB

Alt kiime sayis1, {x: x<16, xeN} kiimesinin eleman sa-
yisina esit olan kiimenin eleman sayis1 kagtir?

A)3 B) 4 Q)5 D)6 E)7

“Bir kitmenin kendisinden farki bos kiimedir” ve “Bir
kiimenin evrensel kiimede bulunmayan hi¢bir eleman1
yoktur” ifadeleri, matematiksel notasyon ile sirasiyla
hangi secenekte verilmistir?

A) A-D=A ve E-A=A°
B) A-A=J ve E°=U

C) T-A=J ve A-E=U
D) A-A=Q ve A-E=0
E) A-O=Ave A-E=A

C ve D iki kiime olmak iizere, DU[(C'"D)UC]’ kiimesi
asagidakilerden hangisine esittir?
A) C'uD B) C'/nD

D) CuD/ E) CUD

C)CnD/

X ve Y iki kiime ve E evrensel kiime olmak iizere,
s(xNY')+s(x')=s(E) olduguna gore, asagidakilerden
hangisi her zaman dogrudur?
A) XUY=E B) XY

D) XNY=0 E) Y=0

C) YcX

24 kisilik bir smifta, 6grencilerin her biri Fransizca,
Almanca ve Ingilizce dillerinden en az birini bilmektedir.
Ogrencilerin 2/3 si Fransizca, 1/4 i Almanca ve 1/6 i ise
Ingilizce bilmektedir.

Sinifta bu dillerden sadece ikisini bilen 6grenci olma-
digina gore, her ii¢ dili de bilen kag 6grenci vardir?

A1 B)2 Q)3 D) 4 E)5

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

%

Cince ve Japonca dillerinden en az birini bilenlerin olus-
turdugu toplulugun 3/8 i Cince bilmektedir.

Cince bilenlerin 2/5 si Japonca da bildigine gore yalniz
Japonca bilen en az kag kisi vardir?
A) 15 B) 19 C) 21

D) 25 E) 30

A={1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin 6 elemanl kag alt kiime-
si bulunur?
A) 14 B) 28 C) 30

D) 56 E) 64

A={1,{2,3,4},5,{6,7},8} kiimesinin 4 elemanli kag alt kii-
mesi bulunur?
A1 B) 4 Q)5

D) 70 E) 84

A={1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin alt kiimelerinin ka¢ tane-
sinde en az bir ¢ift say1 bulunur?
A) 16 B) 24 C) 64

D)104 E)112

Bir smifin %80 i kiz 6grencidir. Kizlarin %25’ gozlikli-
diir.

Buna gore, gozliiksiiz kizlar sinifin yiizde kagidir?
A) 50 B) 55 C) 60 D) 70 E) 75

X={1,2,3}, Y={1,2,4,5} olduguna gére XNYCAc(XUY)
kosulunu saglayan ka¢ tane A kiimesi vardir?

A)3 B) 4 C)5 D)8 E) 28

A={-3,-1,0,1,3,5,7} kiimesinin ii¢ elemanli alt kiimeleri-
nin kag tanesinin elemanlar1 ¢arpimi negatiftir?

A) 12 B) 8 Q)6 D)5 E)4

X ={1,2,3,4}
Y ={1,3,4,5,6,7,8,9}

Z = {3,4,5,10} ise (X-Y)U(X-Z) kiimesinin eleman sa-
yist, (X-Y)N(X-Z) kiimesinin eleman sayisindan kag
fazladir?

A1 B) 2 Q)3 D) 4 E)5
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20.

N dogal sayilar kiimesi, a pozitif bir tamsay1 olmak
iizere aN = { an|neN} kiimesi olduguna gore, 6N N 8 N
kiimesi asagidakilerden hangisine esittir?

A) 2N B) 6N C) 8N D) 24N E) 48N

CEVAP ANAHTARI

1.B 2.C 3.B 4C 5E 6.E 7.B 8D 9.A 10.D

11.A 12.D 13.B 14.C 15.E 16.C 17.D 18.A 19.A 20.D

Acgik

uglu sorular:

Her seyi eleman kabul eden bir evrensel kiime var midir?

Kendi kendisini eleman kabul eden kiime var midir?
Arastiriniz

A ={1,2,3,...,32} olmak izere A nin hangi k elamanli B
alt kiimesini alirsak alalim, B kiimesinde a, b yi, b de c
yi bolecek sekilde farkli a, b, ¢ sayilarinin bulunmasini
saglayan en kiigiik k degeri kagtir?

Konu ile ilgili yapilabilecek projeler:

>

>

Cantor’un hayatini aragtirarak kiime teorisinin gelisimini
inceleyiniz.
Kiime teorisinin modern matematige gecisteki yerini
arastiriniz.
Kiime kavraminin ilkégretim birinci kademedeki 6gren-

cilere nasil verilmesi gerektigini aragtiriniz.

Kimeler 9
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