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ONSOz

Ik defa Cantor tarafindan diizenli bicimde ele alian kiime kavrami
ve kiimeler arasinda tanimlanan islemlerin 6zellikleri iizerine kurulan
kiimeler teorisi matematikte yeni bir cigir agmistir. Ozellikle 19. yiizyil
matematikgcilerinin cabalari ile; kiime teorisine dayali cebirsel yapilar
tanimlanip klasik matematikte sadece sayilarla yapilan cebir ¢aligmalar:
birtakim aksiyom ve sembolik gosterimlerle yeniden yapilandirilmig
(genellestirilmis) ve bugiinkii anlamiyla cebir alan1 olusturulmustur.

Gelistirilen bu yeni matematik dalina modern cebir, soyut cebir gibi
isimler verilmektedir. Son yiizyllda matematigin bu alani, daha Once
¢Oziimii miimkiin olmayan bir¢cok matematik probleminin ¢oziimiinii
sagladig1 gibi matematigin diger alanlari ile matematige yakin birgok
bilime de ivme kazandirmustir. (istatistik, olasilik, fizik vb.)

Bu kitap, yukarida Onemi vurgulanan cebir alaninda temel
bilgilerden olusan bir calismadir. Kitap, soyut matematik bilgilerinin

yapilarinin tanitim ve 6zelliklerini icermektedir.

Kitap, ozellikle Egitim Fakiiltelerinin [Ikogretim Matematik

Osretmenligi Programinda okutulmakta olan Cebire Giris dersi icin
yardimci ders kitabr olarak hazirlanmakla beraber; Fen Fakiiltelerinin

Soyut Cebir I dersi igin de bir bagvuru kitabi olabilir.

Kitapta sirasi ile On Bilgiler, Gruplar, Halkalar, Tamhk Bélgeleri ve
Cisimler adi altinda bes bolim bulunmaktadir. Bu bélimlerde bazi
Onerme ve teoremler-hacmi fazla biiylitmemek icin-ispatsiz verilmis, az
sayida Ozel cebirsel yapilara ise (abel gruplar, simetrik gruplar, sonlu
cisimler vb.) yer verilmemistir. Okuyucular, bu konularda temel referans
kaynaklara bagvurulabilir.

Bana sabir gosteren Aileme, kitabin yazilim ve basim agsamasinda
yardimlarin1 esirgemeyen Doc¢. Dr. Metin ORBAY’a ve Pegem A
Yayincilik Ailesine tesekkiirlerimi sunarim.

2008, Amasya Dr. M. Hikmet Develi
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ON BILGILER

Bu boliimde; soyut matematik kitaplaninda genis bicimde yer alan
onermeler, kiimeler, baginti, fonksiyon, ikili islem, tam saylarda
aritmetik ve modiiler aritmetik konularmmin cebirde sik¢a kullanilan
kisimlan kisaca ozetlenecektir.

1.1 ONERMELER

Bu kisimda; 6nermenin tanimi, 6rnekleri, 0nermeler arasinda tanimla-
nan belli bagl islemler ve teorem tanimlari ile bunlarin ispat yontemleri
tizerinde durulacaktir.

Tamim 1.1.1: Dogru veya yanlis kesin bir hiikiim (yargi) iceren ifadelere
(bildirim climlelerine) basit 6nerme denir ve p, g, 1... ile gos-
terilir.

Basit bir 6nermenin igerdigi hiikiim dogru ise 6énermenin dogruluk de-
geri 1, yanls ise 6nermenin dogruluk degeri 0 denir ve siraile p=1 ve

p =0 seklinde gosterilir.

Ornek 1.1.1: p: Dogal sayilar kiimesi sonsuzdur

Onermesi icin p=1

Ornek 1.1.2: q: 1, bir asal sayidir

Onermesi icin q=0

Ornek 1.1.3: r: Biitiin kenarlari esit olan bir geometrik seklin biitiin ic acila-
r1 da esittir

onermesi igin r=0(?)




2 Cebire Girig %

Ornek 1.1.4: t: Geceler, giindiizlerden daha uzundur bir 6nerme olmakla
beraber dogruluk degeri degiskendir (?)

Ornek 1.1.5: Bir giin 24 saattir. Besiktas, bugiin galip gelebilir. Bu giin size
gelecegiz. Sizleri cezalandirayim mi? gibi durum veya eylem
bildiren, kesin hiikiim icermeyen veya soru yonelten ciimleler
birer dnerme degildirler.

Tanim 1.1.2: Dogruluk degeri 6znesinin degisimine baglh olarak degisen
Oonermelere acik 6nerme denir.

Ornek 1.1.6: Ornek 1.1.4 teki 6nerme bir acik dnermedir.

Ornek 1.1.7: p(x): xlxe Rax*<1
Onermesi bir acik Onerme olup;
xe RA x> 1;p(x)=0
xe RA-1<x<1;p(x)=1 dir.
Tanim 1.1.3: Dogruluk degerleri daima esit olan 6nermelere denk énerme-
ler denir ve p =q seklinde yazilir.
Ornek 1.1.8: p: Ucgenin i¢ acilar toplami 180°dir
q: Vxe Z; x>0

Onermeleri icin p=q dur.

Tanim 1.1.4: Bir p 6nermesinin dogruluk degerini 1 iken 0 veya 0 iken 1
yapacak sekilde bir hiikiim degisikligi sonunda elde edilen yeni
Onermeye p dnermesinin olumsuzu (veya tersi) denir ve
p (veya p) ile gosterilir.

Ornek 1.1.9: p:Karin rengi beyazdir.
p : Karin rengi siyahtir.
Tanim 1.1.5: En az iki basit onermenin asagidaki baglaclardan en az birisi

ile birlestirilmesi soncunda elde edilen 6nermeye birlesik
Onerme denir.
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A(ve), v(veya)
= (ise), < (ancak ve ancak)

Yukaridaki birlesik 6nermelerin dogruluk tablosu asagidaki gibidir.

1Y q pAqQ pPvVqQ pP=qQ (q=p PpP<=(q

1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1
Tablo 1.1.1

Not 1.1.1 p—=q ifadesi; p,q’yu gerektirir

p &q ifadesi; g igin p yeterlidir

p & q ifadesi; pile g birbirini gerektirir anlamini tagir.
Ayrica; pe q=(p=>q)A(peq) dir. (7)

Tamim 1.1.6: p = q gerektirmesinde p’ye hipotez. q’ya hiikiim denir.

Tanim 1.1.7: Hipotezinin dogruluk degeri 1 olan gerektirmeye teorem de-
nir.

Tanim 1.1.8: p = q bir teorem olmak iizere;
P = q Onermesine teoremin tersi

q = p Onermesine teoremin karsit

q=p Onermesine teoremin karsit tersi denir.

Onerme 1.1.1: (p=q)=(q=1Dp)
=(p v q) denklikleri her p ve q i¢in dogrudur. (?)

Sonug 1.1.1: p = q seklindeki bir teoremin ispati bazen cok zor olabilir.

Boyle durumlarda teorem yerine karsit tersini ispatlamak ye-
terli olur. (1)
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Not 1.1.2: Bu kitapta, mevcut bilgilerle kolayca ispatlanacak gerektirmeler
Onerme, ispati daha zor olan ve kendinden sonra gelen birgok
Onermeye referans tegkil eden gerektirmeler ise teorem olarak
isimlendirilecektir.

Tamim 1.1.9: Bir birlesik dnerme, kendisini olusturan basit 6nermelerin
tiim dogruluk degerleri icin daima dogru oluyor ise bu 6ner-
meye uyusma veya totoloji, daima yanlig oluyor ise celisme
denir.

Ornek 1.1.10: p v p nin bir totoloji, p A P nin bir geliski oldugu dogruluk
tablolar1 yapilarak kolayca goriiliir.(?)

Ornek 1.1.11: (p = q) = (q = p) 6nermesinin totoloji oldugunu gosterelim

P 494 P q P29 gq=p (p=>9)=>(@=Dp)
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0o 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
Tablo 1.1.2

Not 1.1.3: Tablodan (p = q)=(q=p) oldugu goriilmektedir (1)

Onerme 1.1.2: p, q, r... birer 6nerme olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) pvp=p ve PAP=p (tek kuvvet zelligi)
b) pvo=p ve pAO=0 (etkisiz ve yutan eleman
ozelligi)

c)pvq=qvp ve pArq=qAap (degisme Ozelligi)

d)pv(@vr=(pvqvr ve  pa(gan=(pAgq)Aar
(birlesme 6zelligi)

e) pv(@an=(pvq)a(pvr) ve pA(qvr)=(paq)v(par)
(dagima 6zelligi)

f) (pvq)=pAq ve (pAq)=pvq
(De Morgan kurallarr)
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g (P)=p
h) [(p=9A(@q=1)l=(p=>1) (gecisme Ozelligi)
Cebirde teorem ispatlar1 nemli bir yer tutar. Ayrica matematigin diger

alanlarindaki alisilagelmis ispat yontemleri disinda; matematige son yiizyil-
larda girmis olan degisik ispat yontemlerine de sik¢a bagvurulur.

Simdi belli bagli ispat ydontemlerini bir sema ile verip bunlardan 6zellik-
le cebirde kullanilan 6zel ispat yontemlerinden Olmayana ergi, celiski ve
tiimevarim yontemleri ile ispata birer 6rnek verelim.

ispat ydntemleri

l

l |

Tamdengelim yon. Tumevarim yén.
Dogrudan ispat Dolayli ispat
Olmayana Ergi yon. Celiski yon.

Ornek 1.1.12 (Olmayana ergi yontemi):

Bu yontem, ozetle; (p = q) =(q = p) denkliginden yararlanilarak;
p = q teoremi yerine bunun karsit tersi olan = p teoremini ispatlama
yoludur.

Simdi; iki dogal sayinin carpimi bir ¢ift dogal sayi ise; carpanlardan en
az birisi ¢ift dogal sayidir teoremini bu yontemle ispatlayalim.

p: a,beN ve ab=ce N cift say1
q: a cift dogal say1 veya b ¢ift dogal say1

olmak iizere; teoremimiz p = q seklindedir.

Bu durumda;

p: ab tek say1
q:atek ve b tek

olmak iizere q = p teoremini ispatlamak yeter. (?)
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Gergekten;

a=2k+1,b=2t+1(k,te Ny=>ab=4kt+2(k+t)+1
=ab=2(2kt)+2(k+t)+1 bulunur.

2kt=u ve k+t=vVv dersek u,ve N olmak iizere;

ab=2(u+v)+1 bulunur.

Ornek 1.1.13 (Celiski yontemi):

Bu yontem, 0zetle; (p = q)=pv q=(pAq) denkliginden faydalanma
yoludur. p Aq nun bir ¢eligki oldugu gosterilirse bu sonug, (p A q) nin dola-
yistile p = q nun bir totoloji oldugunu gosterir. (?)

Simdi; tek iki dogal saymin carpimi da tek sayidir teoremini bu yontem-
le ispatlayalim.

p:a,be N; a tek A b tek
q:ab tek

olmak tizere p A q Onermesinin ¢eligki oldugunu gostermek yeter.(?)

Gergekten; ab cift ise 6rnek 1.1.12 den a ve b den en az birisi ¢ift olmak
zorundadir. Bu ise p ile gelisir. Dolayisiile p A q Onermesi, p ve q nun bii-

tiin dogruluk degerleri icin yanlistir.

Not 1.1.4: p & q seklindeki teoremlerin ispatiise p=q ve q= p teo-
remlerinin ispatlarinin birlesimidir.
Bazi teoremlerin ispatinda yukarda bahsedilen ispat yontemleri ile so-

nuca ulagsmak oldukca zor olabilir. Ozellikle degiskeni dogal say1 olan birta-
kim agik 6nermelerin ispati igin tiimevarim yéntemi en uygun yoldur.

Dogal sayilarin aksiyomatik ingasina dayanan bu yontemi dérnekleme-
den Once asagidaki tanimi ve 6nermeyi verelim.

Tanim 1.1.10: Asagidaki aksiyomlari (kabulleri veya sartlari) saglayan
N kiimesine dogal sayilar kiimesi denir.

P :1eN
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P,: N den N—{1} kiimesine 6yle birebir bir fonksiyon tanimlanabilir
ki bu fonksiyon altinda Vne N in goriintiisiine n_nin ardasig denir ve bu
eleman n" ile gosterilir.

P, : (Timevarim aksiyomu) M, N in 1i kapsayan bir alt kiimesi olsun.

ne M olmasi n” € M olmasini da gerektiriyor ise M =N dir.

Onerme 1.1.3 (Tiimevarim prensibi): N dogal sayilar kiimesi olmak iizere;

a)n=1 igin P(1)=1
P(n):Vne N; ) .
b) bir ne N i¢in P(n) =1 olmasl P(n+) =1 olmasini

gerektiriyor ise Vne N; P(n)=1 dir.

Ispat: P(n)=1sartini saglayan ne N lerin kiimesi M olsun.
le M dir. ()
Ayrica bir ne M i¢in n* € M olacagindan M =N dir.(?)

Ornek 1.1.14:

P(n): Vne N; ékz@dir

X 1
Ispat: P(1): X k=1—1(12+1) =p

k=1

= p(n+1)=1oldugu P(n) in her iki
yanina n+1 eklemekle kolayca goriiliir. (?)

Not 1.1.5: Bazen bir P(n) agik 6nermesi n =1 i¢in dogru olmadig gibi son-
lu ilk s-1 adimda yanlis s-yincide dogru olabilir. Bu durumda;
P(S)=1 vebir n>s igin P(n)=1 iken P(n+1)=1 oldugunu
gostermek yeter.

P(n): 2" <n! onermesi bu durumda bir 6rnektir. (?)



8 | Cebire Giris g
1.2 KUME CEBRI

Kiime tanimlari, kiimelerde birlesim, kesisim, fark, kapsama gibi temel
islemler okuyucu tarafindan iyi bilinmektedir. Bu kisimda sadece kiime
cebrinin 6nermelere dayali gosterim ve ispatlarindan kitabi ilgilendirenlere
yer verilecektir.

Tamm 1.2.1: E evrensel kiime, A bir kiime olsun.
A=f{ac Bl A}

kiimesine A’nin tiimleyeni denir.

Sonuc 1.2.1: A=E/A dir (E/A=E-A, E nin A'dan farki)

Sonug 1.2.2: a€ A olmasi p 6nermesi ise ac A (a¢ A)olmasi p 6nermesi-

dir. (7)
Onerme 1.2.1: A ile B, E’nin iki alt kiimesi ise, asagidakiler dogrudur.
a) AUA=A ve > ANA=A (tek kuvvet 6zelligi)
b) Aud=A ve > AnNnd=¢
c) AUE=E ve > AnNnE=A
d) AuB=BUA ve > AnNB=BnNA (degisme ozelligi)

e) AcAuB,BcAuUB <~ve « AnNnBcA AnBcB
f)y AcBsAuB=B «—ve « AcBe AnB=A
g) A=B&AcBABCcA

Onerme 1.2.2: Her A kiimesi icin asagidakiler dogrudur.
a) AUA=E
b) ANA=0Q
¢) (AUB)=ANB
d) (AnB)=AUB

Ispat: Ornek olmas1 bakimindan d) yi farkli iki yoldan ispatlayalim.
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a) Elemanlarla ispat:
ae (ANB) < ae (ANB)
©@cAnrach)
<ag Avag B
&acAvaeB
&ae (AUB)
b) Onermelerle ispat:
p:ae A ve q:ae B olsun.

p:ag Aveq:ag B olur.

Bu durumda; m =pvq denkligini gostermek yeter (?)
Onerme 1.2.3: A, B, C herhangi ii¢ kiime olmak iizere; asagidakiler dogru-
dur.
a) Au(BNC)=(AuB)Nn(AuUC)
(vin M tzerine soldan dagilimi)
b) An(BuC)=(AnB)U(ANC)

(M 1 v iizerine soldan dagilimi)

Ispat: b)yi 6nermeler cebri ile ispatlayalim.
p:aeA,q:aeBver:aeC
Onermeleri olmak tizere; yukaridaki esitligi ispatlamak icin

pA(qvr)=(pAq)v(pAr)
denkligini ispatlamak yeter. (Onerme 1.1.2, €))

Tanim1.2.2: Bir A kiimesinin biitiin alt kiimelerini (A ve & asikar alt kii-
meleri dahil) eleman olarak kabul eden ve bunlardan bagka
elemani da bulunmayan kiimeye (kiimeler kiimesine) A’nin
kuvvet kiimesi denir ve bu kiime P(A) ile gosterilir.

Not 1.2.1: A sonlu bir kiime ve eleman sayis1 (mertebesi) o(A)=n ise
o(P(A))=2" oldugunu biliyoruz (!)





