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ÖNSÖZ 

GeoGebra programı, bilgisayar cebir sistemleri (BCS) ve dinamik geometri yazılımı 

(DGY) özelliklerini bir arada bulundurması, çeşitli dillere çevrilmiş olması, kurulumu ve 

kullanımı kolay olması, ücretsiz ve açık kaynak kodlu olması nedeniyle ilkokuldan lisansüstü 

eğitime kadar matematik ve geometri eğitiminde yaygın olarak kullanılmaktadır (Kutluca ve 

Zengin, 2011). Markus Hohenwarter, lisans ve lisansüstü çalışmalarında GeoGebra'nın ilk 

sürümünü yayınlamış ve 2001 yılında Salzburg Üniversitesi'nde doktora tezi çalışmaları 

sırasında programı daha da geliştirmiştir (Hohenwarter ve Lavicza, 2007). GeoGebra, basit 

kodlamalarla formülleri kolayca görselleştirme ve animasyonları oluşturma imkanı sağladığı 

için geometrik şekillerin anlaşılmasını artırmakta ve öğrencilerin öğrenme sürecine önemli 

katkılarda bulunmaktadır (Şimşek ve Yaşar, 2019).  

 Diğer yandan yenilikçi teknolojilerden Artırılmış gerçeklik (AG) (Augmented Reality 

(AR)) teknolojisi, eğitim dünyasında devrim niteliğinde değişiklikler yaratma potansiyeline 

sahip bir teknolojidir. AG teknolojisinde, kullanıcı gerçek dünyayı görmeye devam ederken 

dijital öğeleri gerçek dünya içerisinde görür ve deneyimler (Enes ve Buğra, 2020; Bayraktar ve 

Kaleli, 2007; Berryman 2012). Sanal gerçeklik (SG) (Virtual Reality (VR)) teknolojilerinde ise 

kullanıcıyı tamamen dijital bir ortamın içine yerleştirir ve fiziksel dünya ile bağlantısını keser. 

AG temel kavramları, 1968 yılında Ivan Sutherland ve öğrencisi Bob Sproull tarafından 

geliştirilen "The Sword of Damocles" adlı ilk başa takılan ekran (head-mounted display) ile 

ortaya konmuştur. SG kavramı ise, 1980'lerde Jaron Lanier tarafından geliştirilmiş ve popüler 

hale getirilmiştir. Lanier, aynı zamanda "sanal gerçeklik" terimini ilk kez kullanan kişidir. Her 

iki teknoloji de eğitimden eğlenceye, sağlık hizmetlerinden iş dünyasına kadar birçok alanda 

kullanılmakta ve gelecekte daha da yaygınlaşması beklenmektedir (Bowman, 2012; Bayraktar 

ve Kaleli, 2007). Bu teknolojilerde genellikle akıllı telefonlar, tabletler veya artırılmış gerçeklik 

gözlükleri kullanılır. Oculus Rift, HTC Vive ve Playstation VR örnekleri günümüzde 

bulunmaktadır. Bu cihazlar, kameralar ve sensörler aracılığı ile dijital bilgileri gerçek dünya 

görüntüleri üzerine bindirir. Kullanıcılar, dokunmatik ekranlar, ses komutları veya hareket 

algılayıcılar kullanarak gerçek dünyayla ve artırılmış öğelerle etkileşimde bulunur 

(Carmigniani ve diğerleri, 2011; Furth,2011).  

Bu kitap özellikle üniversitelerin Matematik, Matematik-Bilgisayar, Matematik 

Öğretmenliği, Matematik Mühendisliği, Bilgisayar Mühendisliği, 3D Üretim Mühendisliği, 

Harita Mühendisliği, Mimarlık, Dijital Sanat, Grafik Tasarımı, Dijital Grafik Tasarım gibi 

bölümlerde Diferansiyel Geometri, Özel Eğriler ve Yüzeyler, Analitik Geometri, Uzay 
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Geometri derslerinde geometride incelenen özel eğri ve yüzeyleri, GeoGebra programında 

çizebilme ve sanal gerçeklik uygulamaları ile de nesnelerin daha iyi algılanabilmesini 

sağlayabilme amacıyla oluşturulmuştur. Matematik, Matematik-Bilgisayar, Matematik 

öğretmenliği, Matematik Mühendisliği alanlarında eğri ve yüzey kavramlarının etkileşimli 

eğitim materyalleri olarak kullanımı öğrencilere avantaj sağlayacaktır. Bu bölümlerin 

müfredatlarında yer verilen Analitik ve Diferansiyel Geometri gibi derslerde öğrencilerin çeşitli 

eğri ve yüzeyleri öğrenmesinde zenginleştirilmiş yeni teknolojik uygulamalarla öğrencilerin 

derse olan ilgisinin artacağı düşünülmektedir. 3D üretim, harita mühendisliği gibi bölümlerde 

ise eğri ve yüzey modellenmelerinin CAD/CAM yazılımları ve GIS uygulamaları için 

adaptasyonunda bu kaynak yol gösterici olabilecektir. Mimarlık, Dijital sanat, Dijital Grafik 

Tasarım, 3D üretim mühendisliğinde ise çeşitli tasarım süreçlerinde eğri ve yüzeylerin 

kullanılmasında el kitabı niteliğinde elverişli bir kaynak olacaktır. Ayrıca bu kitapta yer alan 

açılabilir ve regle yüzeyler, dijital tasarım ve sanayi üretim süreçlerinde oldukça yaygın 

birşekilde kullanıldığı için bu alanlarda çalışan kişilerin matematiksel yöntemleri daha kolay 

anlayabilmesini sağlayacaktır.  

GeoGebra programında yazılan lisans ve lisansüstü seviyesinde Türkçe kaynakların 

sınırlı olması, özel eğri ve yüzey çeşitlerinin tümünü birlikte alan bir kitabın halihazırda 

ülkemizde olmaması sebebiyle bu kitabın alana önemli bir katkı sunacağı düşünülmektedir. 

Özel eğri ve yüzeylerin yeni teknolojilerle desteklenmiş uygulamalarını içeren bu kitap 

ülkemizde alanındaki ilk ve öncü çalışmalardan biri olma özelliği taşımaktadır. Bu yenilikçi 

yaklaşım, teknolojinin eğitim materyallerine entegrasyonunu sağlayarak, öğrencilerin hem 

teorik hem de uygulamalı bilgiye erişimini kolaylaştırmaktadır. Özellikle artırılmış gerçeklik 

tabanlı görselleştirmeler, sanal simülasyonlar ve sanal sergiler, geometrik ve matematiksel 

kavramların daha etkili bir şekilde anlaşılmasını sağlamaktadır. Bu nedenle, söz konusu 

çalışma, yeni nesil teknolojik tabanlı müfredatla uyumlu olup, hem eğitim hem de araştırma 

alanında önemli bir ders kitabı niteliğinde olan bir kaynak olarak değerlendirilmektedir.  

Öğrencilerimin motivasyonunu artırmak için özel eğri ve yüzeyler derslerini yenilikçi 

teknolojiler ile birleştirdiğim bu kitabın hem öğrencilerime hem de geometri alanında çalışan 

bilim insanlarına faydalı olacağı kanaatindeyim. Geometrinin gizemli ve büyülü dünyasındaki 

güzellikleri öğrencilerime ve gelecek nesillere aktarabilmek ve olabildiğince onlara ilham 

olabilmek bir akademisyen olarak beni heyecanlandırmaktadır. Ülkemizde yeşerecek nice bilim 

neferlerine ilham olabilmek temennisiyle… 

Prof. Dr. Hatice KUŞAK SAMANCI 
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1. KOORDİNAT SİSTEMLERİ

1.1. DÜZLEMDE KOORDİNAT SİSTEMLERİ 

1.1.1. DÜZLEMDE KARTEZYEN KOORDİNAT SİSTEMLERİ 

Düzlemde noktaların konumlarını belirlemek için x ve y eksenlerinin kesişiminden oluşan 

iki boyutlu kartezyen koordinat sistemi kullanılmaktadır. Düzlemde kartezyen koordinat 

sistemindeki x ve y eksenleri üzerindeki pozitif yönlü  1 2,e e birim vektörleri bu sistemin baz 

vektörlerini oluşturmaktadır. Böylece düzlemde bir nokta ( ),P x y  sıralı ikilisi ile temsil

edilmektedir, bkz. Şekil 1.1.1. Dik koordinat sisteminde x ve y eksenlerinin kesişiminden 

oluşan düzlemde dört farklı bölge ile noktaların konumları belirlenmektedir. I. bölgedeki 

noktalar ( ),x y , II. bölgedeki noktalar ( ),x y− , III. bölgedeki noktalar ( ),x y− − , VI. bölgedeki

noktalar ( ),x y−  işaretleri ile belirlidir. Ayrıca x eksenine apsis y eksenine ordinat da

denilmektedir. Baz vektörleri cinsinden ( ),P x y  noktasının orijin ile birleşiminden oluşan OP

konum vektörü 1 2OP xe ye= +  biçiminde yazılır. OP  konum vektörünün x ve y eksenleri ile 

yaptığı açılar, sırasıyla, x , y olmak üzere

cos

cos

x

y

x r

y r





= 


= 

ile doğrultman kosinüsleri oluşmaktadır. 

Şekil 1.1.1. Kartezyen Koordinat Sistemi 
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1.1.2.EĞİK KOORDİNAT SİSTEMİ 

İki boyutlu Öklid düzleminde herhangi bir afin çatının belirlediği koordinat sistemine iki 

boyutlu afin koordinat sistemi veya eğik koordinat sistemi denir.  1 2,e e  ortonormal olmayan 

vektörler, eğik koordinat sistemin baz vektörlerini verir. Eğik koordinat sisteminin 1e ve 2e

baz vektörlerinin x ekseni ile yaptığı   ve   açıları sırasıyla  Şekil 1.1.2 de gösterilmiştir. Bu 

durumda eğik koordinat sisteminin baz vektörleri arasında dik olmayan bir   −  açısı oluşur. 

Eğik koordinat sisteminde alınan ( )1 1,A x y   ve ( )2 2,B x y noktaları arasındaki uzaklık  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1 2 1, 2 .cosd A B x x y y x x y y = − + − + − −

ile hesaplanır.  1 2,e e dik kartezyen koordinat sisteminin ve  1 2,e e  eğik koordinat 

sisteminin orijinleri çakışık olan baz vektörleri olsun. P noktasının kartezyen koordinatları 

( ),x y eğik koordinatları ise ( ),x y  olsun. Bu koordinat sistemleri arasındaki geçiş matrisleri

cos cos

sin sin

x x

y y

 

 

     
=          

ile verilir. Buradan 

( )
( )

( )
( )

1
sin cos

sin

1
sin cos

sin

x x y

y x y

 
 

 
 

 = −
−

 = − +
−

denklemleri elde edilir. 

Şekil 1.1.2. Eğik Koordinat Sistemi 




