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ON sOz

Fen, mithendislik, tip,... gibi bir¢ok alanda ortaya ¢ikan problemler diferan-
siyel denklem veya diferansiyel denklem sistemleri olarak modellenmektedir.
Degiskenlerinden biri t zaman degiskeni olan diferansiyel denklemlere &zel ola-
rak evoliisyon denklemler denir. Ornegin; 1s1 akist, dalgalarin yayilmasi, bulasict
hastaliklarin yayilmasi, roketlerin hareketleri,... gibi olaylarin modellenmesi bi-
rer evoliisyon denklemdir. Dolayisiyla bu denklemlerin ¢6ztimlerinin bulunma-
s1 olduk¢a 6nemlidir. Hatta ¢ogu zaman ¢dziimiin davranisinin incelenmesi agik
¢oziimii bulmaktan daha 6nemlidir. Coziim var midir, tek midir, kararli midir,
asimptotik davranisi nasildir, patlama meydana gelir mi, ¢6ziim devirli midir,...
gibi sorular olduk¢a 6nemlidir. Bu nedenle denklemlerin ¢6ziimlerinin patlamasi
(blow up) ile ilgili bu eser ortaya ¢ikmistir. Bu konuda yabanci dillerde yazilmis
bazi eserler [Al'shin, Korpusov, Sveshnikov 2011; Hu 2011; Korpusov, Ovchinni-
kov, Sveshnikov, Yushkov 2018; Samarskii, Galaktionov, Kurdyumov, Mikhailov
1995; Straughan 1998] olmasina karsin, bildigim kadariyla Tiirk¢e yazilmis her-
hangi bir eser bulunmamaktadir.

Bu ¢alisma on {i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci béliim; 6n bilgilere, ikin-
ci boliim; ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili temel kavram ve bazi temel 6rneklere
ayrilmustir. Diger boliimlerde ise ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili metotlar ve esit-
sizlikler anlatilmis ve bunlarin bazi denklemlere uygulanmas: verilmistir. Ayrica
her boliimiin sonuna ilgili metot ile ilgili kisa bir referans bilgisi verilmistir. Do-
layisiyla okuyucunun istedigi metot ile ilgili daha detayli aragtirma yapmasinin
onti agilmistir. Evoliisyon denklemlerin ¢oztimlerinin patlamasr ile ilgili bircok
metoda yer verilen bu ¢alisma kolaydan zora gitmemektedir. Yani bir metot veya
uygulamasi anlagilmadan bagka metotlara gecilebilir. Bu metotlarin denklemlere
uygulanmasi ise adim adim olmamaktadir. Denklemde bulunan terimlere gore
islemler oldukea farklilik gostermektedir. Ayrica, burada sunu belirtmek gerekir
ki verilen bazi metot ve esitsizlikleri metot olarak ta adlandirmak ¢ok dogru olma-
yabilir. Burada her halitkarda amag ¢6ztimiin sonlu zamanda patlamasi i¢in yeterli
kosullar: vermektir. Bunun igin ilgili b6liimde verilen esitsizligin saglandigini gos-
termek gerekmektedir.

Akademik caligmalarimda bana yol gosteren yiiksek lisans ve doktora tez da-
nigmanim Prof. Dr. Necat Polata, bu ¢aligma ile ilgili 6nerilerde bulunan Prof.
Dr. Varga Kalantarova ve ¢alismay1 bastan sona okuyarak inceleyen; Nazl Irkil,
Fatma Ekinci, Yavuz Ding, Hazal Yiiksekkaya, Ayse Fidan, Nebi Yilmaz, Giilistan
Butakina tesekkiir ederim.

Evoliisyon Denklemlerin Coziimlerinin Patlamast ile ilgili Tiirkce olarak ya-
zilan ilk eser olmasi nedeniyle bazi eksik ve yanligliklar bulunabilir. Bu konuda her
tirlii elestiri ve 6neriyi memnuniyetle karsilayacagimi belirtmek isterim. Faydali
olmasi dilegiyle...

Prof. Dr. Erhan PISKIN
ORCID No: 0000-0001-6587-4479

episkin@dicle.edu.tr
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1. BOLUM

On Bilgiler

Bu boéliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi temel kavramlar kisaca

verilmigtir [Adams ve Fournier 2003; Brezis 2011; Pigkin 2017].
L? (Q) Uzaylari

Tanim 1.1. Q, R™ de dlgiilebilir bir bolge olsun. u 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

1 < p < oo olmak iizere |u (z)|” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

/ lu (z)| do < o
Q

ise u (x) fonksiyonlar1 p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar siifi olarak ad-
landirihir, ve bu siaf LP () veya LP ile gosterilir. Bu sgart1 saglayan tiim w
fonksiyonlarinin uzaymma LP Lebesgue uzay: denir. Burada LP uzayinin eleman-
lar fQ |u (z)|P dz < oo sartin1 saglayan olgiilebilir fonksiyonlarin denklik smifidir.

Bu uzaydaki norm

Jullnioy =l = | [ Juto)l de]

seklinde tanimlanir. LP (2) uzay1 bu norm ile bir Banach uzayidir.

Not. LP () uzayinda

i. p=1almirsa L' () = L (Q) integrallenebilir fonksiyonlar uzayn,

ii. p =2 almirsa L? (Q) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 olarak ad-
landirilir.

Sonug 1.2. L? () uzay

(u, v) :/quda:
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i¢ carpimu ile Hilbert uzayidir.
Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem. a,b > 0 ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda
(a4 b)P < 2P71 (aP +1P)
dir.

Teorem (Young Esitsizligi). a,b > 0 ve p > 1 igin % + % = 1 olsun. Bu
durumda
a?  be
ab < — + —
p q

dir.

Not. 6 > 0 bir reel say1 olmak iizere, Young esitsizliginde a = 60X ve b = %

alinirsa

oPXP 5TV
" q

XY <
esitsizligi elde edilir.

Y

1
(ep) P

Not (e lu Young Esitsizligi). Young esitsizliginde a = (ep)% Xveb=
alinirsa
XY <eXP+C(e)Y?
esitsizligi elde edilir. Burada C' (¢) = (Ep)ig g 1 dir.
Teorem (Holder Esitsizligi).
1<p<oove % —|—% =1 olsun. Eger v € LP (Q), v € L7 () ise bu durumda
wv € L(Q) ve

[wolly < flull, [l

dir.
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Sonug. p,q,r > 0 ve % —|—% = % olsun. Eger u € LP (), v € L1(9) ise bu

durumda uv € L™ (Q2) olur ve
[woll, < llull, [l

dir.

Teorem (Minkowski Egitsizligi).

1 <p < oo olsun. Eger u,v € L? () ise bu durumda v + v € L? () ve
lw+oll, < ull, + (oI,

dir.

Teorem (Jensen Esitsizligi). F : R™ — R fonksiyonu z1,2o € R™ ve

€ [0,1] olmak iizere
F [(1 — t) xr1 + t$2] < (1 — t)F(.Z‘l) +tF (.132)

esitsizligini sagliyorsa F' ye konveks fonksiyon denir. F' konveks bir fonksiyon ve

Q C R™ smurh olgiilebilir bir kiime olmak tizere f € L' () icin

[r@ar) < | [Flr@)i

Q

olur. Ayrica w () > 0 igin

fQ x)dw fQ Flf (z)]w(z)dz
( fQ ) Jow () dz

dir. Ozel olarak [, w (z)dz =1 ise

( f () dx) /F (2) do

elde edilir.
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Teorem (Green Ozdesligi). u € C? ()N C (Q) olmak tizere

/vAuda::/ va—uds—/VvVudx
Q aq On Q

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve % = n.Vu dir.
L*> (Q) Uzay:

Tamm (L (Q) Uzay1). Q bolgesinde 6lgiilebilir bir v fonksiyonu i¢in hemen
hemen her (hhhﬂ yerde
u ()] < K

olacak sekilde bir K sabiti bulunabiliyorsa u fonksiyonuna hemen hemen her yerde
simirhidir denir. Boyle K larin en biiyiik alt simirina |u| nun  boélgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve
esssup |u ()]
€N
ile gosterilir.
Q bolgesinde hemen hemen sinirh « fonksiyonlari ile tanimlanan uzaya L (£2)

uzay1 denir. Yani

L= (@) u:Q — R: wu dlgiilebilir ve
lu| < K olacak sekilde bir K sabiti vardur.

Bu uzayda norm

lull iy = esssupu(z)]
e

inf {K:|u| <K}

dir.

!B C A ve B nin élgtimii sifir (|B| = 0) olsun. Bu durumda A\B kiimesinin her noktasinda

saglanan bir 6zellik A kiimesinin hemen hemen her yerinde saglaniyor denir.
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Teorem (Riesz-Fischer).

1 <p < oo olsun. L? () uzay1 Banach uzayidir.

Teorem. u,v € L> (Q) ise u+v € L>® (Q) ve
lu+ vl < flull + vl

dir.

Teorem. u € L' (Q) ve v € L™ (Q) ise
lwvlly < flully o]l

dir.

Teorem. vol (Q) = [, dx < oo (Q bolgesi smirh) ve 1 < p < ¢ < oo olsun.
Eger v € L7 (Q) ise bu durumda w € LP (Q) dir ve

lull, < (vol ()74 [1u]
olur. Yani
L(Q) — LP(Q)
gomiilmesi gegerlidir.
Eger u € L™ (Q) ise
Tim full, =l
dur. Sonug olarak, eger 1 < p < oo i¢in u € L? () ve [Ju]|, < K olacak sekilde bir

K sabiti varsa u € L () ve

ull oo < K
dir.
Sonug. €2 bolgesinin 6lgiimii sonlu ve 1 < p < g < oo ise
L= (Q) — L1(Q) = LP (Q) — L' ()

dir.
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Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

a = (g, a9, ..., a,) negatif olmayan «; lerin n bilegenlisi ise « ya ¢oklu indis

denir.

|| oy +ag+ .o,

n
Do
i=1

olsun. Eger © = (21,2, ...,2,) € R"™ ise bu durumda

o @y 02 [e%
T =T Ty l’n"
ve
olely

a a QU
0z 0z5”...0zy

D*'yD*y...D%q

olarak yazilir.

Tanim.  kiimesi iizerinde tanimh siirekli fonksiyonlar kiimesi C' (2) (Contin-
uous=siirekli) ile gosterilir.

Normu ise

lulle(q)y = sup |u (@)
zeQ

dir.

Tanim. Q) kiimesi iizerinde tanimh m. mertebeye kadar biitiin D%u tiirevleri
siirekli olan fonksiyonlar C™ (Q) ile gosterilir. Ayrica C°(Q) = C (Q) dir. Bu

uzayda norm

[ullcmegy = D, sup|[D%u(x)]
la<m T

dir.

C* (Q) uzay ise biitiin mertebeden tiirevli ve siirekli fonksiyonlardir. Yani

C= (@)= ) Ccm(©)
m=0
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dir.

Tanim. Cp (), C () (Bounded=Smurh) daki smirh fonksiyonlardan olugan
uzaydir. C% (2) ise m. mertebeye kadar biitiin D“w tiirevleri siirekli ve siirhi olan

fonksiyonlar uzayidir. Yani
o () = {u € C™ () : [[ullgmgy < oo}
dir.

C§° (R2) Uzay:r ve Kompakt Destek

Tanim. R" de tanimli ve sonlu bir bélge diginda kendisi ve biitiin mertebeden

tiirevleri sifir olan fonksiyonlar sinifina kompakt destekli fonksiyonlar denir. Yani

suppu = {z : u(z) # 0}

dir.
suppu CC  ise u fonksiyonu  da kompakt destege sahiptir denir ve C§° (£2)

ile gosterilir. C§° (2) uzaymin elemanlarina test fonksiyonlar: denir.
L? (a,b; X) Uzay1

Tanim. —oo < a < b < oo olsun. |jul|y € L? (a,b) kosulunu saglayan (a,b)

den X e tamimlanmus olgiilebilir v fonksiyonlar uzaymma L ((a,b); X) uzay: denir.

Bu uzay
b P
<f||U||§7< df) , 1<p<oo
”uHLP(a,b; x) = “
esssup ||ully, p=o00
te(a,b)

normu ile Banach uzayidir.
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C™([0,T]; X) Uzay

Tanim. V¢ € [0,7] igin [0,7] den X e tamimlanmig ve m. mertebeye kadar
tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar uzayimma C™ ([0,7]; X) uzay1 denir.

Bu uzay

| m . yy = max sup |[D%u
Ilon oy ) = max sup D%l

normu ile Banach uzayidir.
Teorem. 1 <p<oo,u€ LP(0,T;X) ve us € L? (0,T; X) ise
ue CH0,T; X)
dur.

Tamim (Zayif tiirev). u € L} . (Q) ve o ¢oklu indisi verilsin. Vo € C§° (Q2)

loc

/uDacpda::(—l)‘al/govdx
Q Q

ise v € L}, . (Q) fonksiyonuna u nun «. zayif (genellestirilmis) tiirevi denir ve v =

icin

D%y geklinde yazilir.
WP () Sobolev Uzay1

Tanim. ), R"™ de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1 <

p < oo olmak tizere
WP (Q)={ueLP(Q): Duec LP?(Q), 0<]|al <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Yani kendisi ve m. mertebeye kadar
biitiin genellegtirilmis tiirevleri L? () uzayinda olan fonksiyonlar simfina Sobolev
uzay1 denir.

Sobolev uzayinda normlar: 1 < p < oo igin

Fellmo = oy = [ S 1 D%l |
0<|a|<m
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ve p = o0 i¢in

— — [e3
@y = Nl oo = 3| D0l o

olarak tanimlanir.
Teorem. WP () Banach uzayidir.

Not.

i. C§° (Q) uzaymm W™? (Q) uzaymdaki kapamgt W™ () dur.

Yani; u € WP () olmast i¢in gerek ve yeter sart klingo uy () = u olacak sekilde
(ug) C C§° (92) fonksiyon dizisinin varhigidir.

ii. Wy (Q) uzayr, W™P? (Q) uzaymnda bulunan ve (m — 1). mertebeye kadar

biitiin tiirevleri Q nin 92 simirinda sifir olan fonksiyonlarin kiimesidir. Yani;
Wi (@) = {u e W™ (@) ulyg = Wlog = = u" | =0}

dir.
Buradan da goriildiigi gibi W)™ () uzayr, WP (Q) uzaymmn alt uzayidir.
Yani

WP (Q) € W (Q)
dir.
Teorem. 1 < p < co ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay:1 olmak iizere
Wi (R") = W (R
dir.

Not. W™P (Q) uzayinda
m =0 ise WOP (Q) = LP (Q) ile
p=2ise W™?2(Q) = H™ () ile gosterilir.

||U||H5(Q) = ||VU||L2(Q)
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