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ÖN SÖZ
Fen, mühendislik, tıp,... gibi birçok alanda ortaya çıkan problemler diferan-

siyel denklem veya diferansiyel denklem sistemleri olarak modellenmektedir. 
Değişkenlerinden biri t zaman değişkeni olan diferansiyel denklemlere özel ola-
rak evolüsyon denklemler denir. Örneğin; ısı akışı, dalgaların yayılması, bulaşıcı 
hastalıkların yayılması, roketlerin hareketleri,… gibi olayların modellenmesi bi-
rer evolüsyon denklemdir. Dolayısıyla bu denklemlerin çözümlerinin bulunma-
sı oldukça önemlidir. Hatta çoğu zaman çözümün davranışının incelenmesi açık 
çözümü bulmaktan daha önemlidir. Çözüm var mıdır, tek midir, kararlı mıdır, 
asimptotik davranışı nasıldır, patlama meydana gelir mi, çözüm devirli midir,… 
gibi sorular oldukça önemlidir. Bu nedenle denklemlerin çözümlerinin patlaması 
(blow up) ile ilgili bu eser ortaya çıkmıştır. Bu konuda yabancı dillerde yazılmış 
bazı eserler [Al'shin, Korpusov, Sveshnikov 2011; Hu 2011; Korpusov, Ovchinni-
kov, Sveshnikov, Yushkov 2018; Samarskii, Galaktionov, Kurdyumov, Mikhailov 
1995; Straughan 1998] olmasına karşın, bildiğim kadarıyla Türkçe yazılmış her-
hangi bir eser bulunmamaktadır. 

Bu çalışma on üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm; ön bilgilere, ikin-
ci bölüm; çözümlerin patlaması ile ilgili temel kavram ve bazı temel örneklere 
ayrılmıştır. Diğer bölümlerde ise çözümlerin patlaması ile ilgili metotlar ve eşit-
sizlikler anlatılmış ve bunların bazı denklemlere uygulanması verilmiştir. Ayrıca 
her bölümün sonuna ilgili metot ile ilgili kısa bir referans bilgisi verilmiştir. Do-
layısıyla okuyucunun istediği metot ile ilgili daha detaylı araştırma yapmasının 
önü açılmıştır. Evolüsyon denklemlerin çözümlerinin patlaması ile ilgili birçok 
metoda yer verilen bu çalışma kolaydan zora gitmemektedir. Yani bir metot veya 
uygulaması anlaşılmadan başka metotlara geçilebilir. Bu metotların denklemlere 
uygulanması ise adım adım olmamaktadır. Denklemde bulunan terimlere göre 
işlemler oldukça farklılık göstermektedir. Ayrıca, burada şunu belirtmek gerekir 
ki verilen bazı metot ve eşitsizlikleri metot olarak ta adlandırmak çok doğru olma-
yabilir. Burada her hâlükârda amaç çözümün sonlu zamanda patlaması için yeterli 
koşulları vermektir. Bunun için ilgili bölümde verilen eşitsizliğin sağlandığını gös-
termek gerekmektedir.

Akademik çalışmalarımda bana yol gösteren yüksek lisans ve doktora tez da-
nışmanım Prof. Dr. Necat Polat’a, bu çalışma ile ilgili önerilerde bulunan Prof. 
Dr. Varga Kalantarov’a ve çalışmayı baştan sona okuyarak inceleyen; Nazlı Irkıl, 
Fatma Ekinci, Yavuz Dinç, Hazal Yüksekkaya, Ayşe Fidan, Nebi Yılmaz, Gülistan 
Butakın’a teşekkür ederim. 

Evolüsyon Denklemlerin Çözümlerinin Patlaması ile ilgili Türkçe olarak ya-
zılan ilk eser olması nedeniyle bazı eksik ve yanlışlıklar bulunabilir. Bu konuda her 
türlü eleştiri ve öneriyi memnuniyetle karşılayacağımı belirtmek isterim. Faydalı 
olması dileğiyle…

Prof. Dr. Erhan PİŞKİN 
ORCID No: 0000-0001-6587-4479
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1. BÖLÜM

Ön Bilgiler

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬temel kavramlar k¬saca

verilmi̧stir [Adams ve Fournier 2003; Brezis 2011; Pi̧skin 2017].

Lp (
) Uzaylar¬

Tan¬m 1.1. 
; Rn de ölçülebilir bir bölge olsun. u ölçülebilir bir fonksiyon ve

1 � p <1 olmak üzere ju (x)jp Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir ise, yaniZ



ju (x)jp dx <1

ise u (x) fonksiyonlar¬p: kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬olarak ad-

land¬r¬l¬r, ve bu s¬n¬f Lp (
) veya Lp ile gösterilir. Bu şart¬ sa¼glayan tüm u

fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na Lp Lebesgue uzay¬denir. Burada Lp uzay¬n¬n eleman-

lar¬
R


ju (x)jp dx <1 şart¬n¬sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬f¬d¬r.

Bu uzaydaki norm

kukLp(
) = kukp =
�Z




ju (x)jp dx
� 1
p

şeklinde tan¬mlan¬r. Lp (
) uzay¬bu norm ile bir Banach uzay¬d¬r.

Not. Lp (
) uzay¬nda

i. p = 1 al¬n¬rsa L1 (
) = L (
) integrallenebilir fonksiyonlar uzay¬,

ii. p = 2 al¬n¬rsa L2 (
) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay¬olarak ad-

land¬r¬l¬r.

Sonuç 1.2. L2 (
) uzay¬

hu; vi =
Z



uvdx
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iç çarp¬m¬ile Hilbert uzay¬d¬r.

Baz¬Önemli Eşitsizlikler

Teorem. a; b � 0 ve 1 � p <1 olsun. Bu durumda

(a+ b)
p � 2p�1 (ap + bp)

d¬r.

Teorem (Young Eşitsizli¼gi). a; b � 0 ve p > 1 için 1
p +

1
q = 1 olsun. Bu

durumda

ab � ap

p
+
bq

q

d¬r.

Not. � > 0 bir reel say¬olmak üzere, Young eşitsizli¼ginde a = �X ve b = Y
�

al¬n¬rsa

XY � �pXp

p
+
��qY q

q

eşitsizli¼gi elde edilir.

Not (" lu Young Eşitsizli¼gi). Young eşitsizli¼ginde a = ("p)
1
p X ve b = Y

("p)
1
p

al¬n¬rsa

XY � "Xp + C (")Y q

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

Teorem (Hölder Eşitsizli¼gi).

1 � p � 1 ve 1
p +

1
q = 1 olsun. E¼ger u 2 L

p (
) ; v 2 Lq (
) ise bu durumda

uv 2 L (
) ve

kuvk1 � kukp kvkq

d¬r.
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Sonuç. p; q; r > 0 ve 1
p +

1
q =

1
r olsun. E¼ger u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ise bu

durumda uv 2 Lr (
) olur ve

kuvkr � kukp kvkq

d¬r.

Teorem (Minkowski Eşitsizli¼gi).

1 � p <1 olsun. E¼ger u; v 2 Lp (
) ise bu durumda u+ v 2 Lp (
) ve

ku+ vkp � kukp + kvkp

d¬r.

Teorem (Jensen Eşitsizli¼gi). F : Rn ! R fonksiyonu x1; x2 2 Rn ve

t 2 [0; 1] olmak üzere

F [(1� t)x1 + tx2] � (1� t)F (x1) + tF (x2)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa F ye konveks fonksiyon denir. F konveks bir fonksiyon ve


 � Rn s¬n¬rl¬ölçülebilir bir küme olmak üzere f 2 L1 (
) için

F

0@Z



f (x) dx

1A �

0@Z



F [f (x)] dx

1A
olur. Ayr¬ca w (x) � 0 için

F

�R


f (x)w (x) dxR


w (x) dx

�
�
R


F [f (x)]w (x) dxR



w (x) dx

d¬r. Özel olarak
R


w (x) dx = 1 ise

F

�Z



f (x)w (x) dx

�
�
Z



F [f (x)]w (x) dx

elde edilir.
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Teorem (Green Özdeşli¼gi). u 2 C2 (
) \ C
�


�
olmak üzereZ




v�udx =

Z
@


v
@u

@n
ds�

Z



rvrudx

d¬r. Burada n d¬̧sa do¼gru yönlendirilmi̧s birim vektör ve @u
@n = n:ru d¬r.

L1 (
) Uzay¬

Tan¬m (L1 (
) Uzay¬). 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen

hemen her (hhh)1 yerde

ju (x)j � K

olacak şekilde bir K sabiti bulunabiliyorsa u fonksiyonuna hemen hemen her yerde

s¬n¬rl¬d¬r denir. Böyle K lar¬n en büyük alt s¬n¬r¬na juj nun 
 bölgesindeki esas

(essential) supremumu denir ve

ess sup
x2


ju (x)j

ile gösterilir.


 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬u fonksiyonlar¬ile tan¬mlanan uzaya L1 (
)

uzay¬denir. Yani

L1 (
) =

8<: u : 
! R : u ölçülebilir ve

juj � K olacak şekilde bir K sabiti vard¬r.

9=;
Bu uzayda norm

kukL1(
) = ess sup
x2


ju (x)j

= inf fK : juj � K g

d¬r.

1B � A ve B nin ölçümü s¬f¬r (jBj = 0) olsun. Bu durumda AnB kümesinin her noktas¬nda

sa¼glanan bir özellik A kümesinin hemen hemen her yerinde sa¼glan¬yor denir.
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Teorem (Riesz-Fischer).

1 � p � 1 olsun. Lp (
) uzay¬Banach uzay¬d¬r.

Teorem. u; v 2 L1 (
) ise u+ v 2 L1 (
) ve

ku+ vk1 � kuk1 + kvk1

d¬r.

Teorem. u 2 L1 (
) ve v 2 L1 (
) ise

kuvk1 � kuk1 kvk1

d¬r.

Teorem. vol (
) =
R


dx < 1 (
 bölgesi s¬n¬rl¬) ve 1 � p � q � 1 olsun.

E¼ger u 2 Lq (
) ise bu durumda u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � (vol (
))
1
p�

1
q kukq

olur. Yani

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

E¼ger u 2 L1 (
) ise

lim
p!1

kukp = kuk1

dur. Sonuç olarak, e¼ger 1 � p � 1 için u 2 Lp (
) ve kukp � K olacak şekilde bir

K sabiti varsa u 2 L1 (
) ve

kuk1 � K

d¬r.

Sonuç. 
 bölgesinin ölçümü sonlu ve 1 � p � q � 1 ise

L1 (
) ,! Lq (
) ,! Lp (
) ,! L1 (
)

d¬r.
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Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬

� = (�1; �2; :::; �n) negatif olmayan �i lerin n bileşenlisi ise � ya çoklu indis

denir.

j�j = �1 + �2 + :::+ �n

=
nX
i=1

�i

olsun. E¼ger x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn ise bu durumda

x� = x�11 x�22 :::x�nn

ve

D�u =
@j�ju

@x�11 @x�22 :::@x�nn

= D�1uD�2u:::D�nu

olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m. 
 kümesi üzerinde tan¬ml¬sürekli fonksiyonlar kümesi C (
) (Contin-

uous=sürekli) ile gösterilir.

Normu ise

kukC(
) = sup
x2


ju (x)j

d¬r.

Tan¬m. 
 kümesi üzerinde tan¬ml¬m: mertebeye kadar bütün D�u türevleri

sürekli olan fonksiyonlar Cm (
) ile gösterilir. Ayr¬ca C0 (
) = C (
) d¬r. Bu

uzayda norm

kukCm(
) =
X
j�j�m

sup
x2


jD�u (x)j

d¬r.

C1 (
) uzay¬ise bütün mertebeden türevli ve sürekli fonksiyonlard¬r. Yani

C1 (
) =
1\
m=0

Cm (
)
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d¬r.

Tan¬m. CB (
) ; C (
) (Bounded=S¬n¬rl¬) daki s¬n¬rl¬fonksiyonlardan oluşan

uzayd¬r. CmB (
) ise m: mertebeye kadar bütün D
�u türevleri sürekli ve s¬n¬rl¬olan

fonksiyonlar uzay¬d¬r. Yani

CmB (
) =
n
u 2 Cm (
) : kukCm(
) <1

o
d¬r.

C10 (
) Uzay¬ve Kompakt Destek

Tan¬m. Rn de tan¬ml¬ve sonlu bir bölge d¬̧s¬nda kendisi ve bütün mertebeden

türevleri s¬f¬r olan fonksiyonlar s¬n¬f¬na kompakt destekli fonksiyonlar denir. Yani

suppu = fx : u (x) 6= 0g

d¬r.

suppu �� 
 ise u fonksiyonu 
 da kompakt deste¼ge sahiptir denir ve C10 (
)

ile gösterilir. C10 (
) uzay¬n¬n elemanlar¬na test fonksiyonlar¬denir.

Lp (a; b; X) Uzay¬

Tan¬m. �1 � a < b � 1 olsun. kukX 2 Lp (a; b) koşulunu sa¼glayan (a; b)

den X e tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir u fonksiyonlar uzay¬na Lp ((a; b) ; X) uzay¬denir.

Bu uzay

kukLp(a;b; X) =

8>>><>>>:
 
bR
a

kukpX dt
! 1

p

; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

kukX ; p =1

normu ile Banach uzay¬d¬r.
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Cm ([0; T ] ; X) Uzay¬

Tan¬m. 8t 2 [0; T ] için [0; T ] den X e tan¬mlanm¬̧s ve m: mertebeye kadar

türevleri sürekli olan fonksiyonlar uzay¬na Cm ([0; T ] ; X) uzay¬denir.

Bu uzay

kukCm([0;T ]; X) = max
j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�ukX

normu ile Banach uzay¬d¬r.

Teorem. 1 � p � 1, u 2 Lp (0; T ;X) ve ut 2 Lp (0; T ;X) ise

u 2 C1 (0; T ;X)

d¬r.

Tan¬m (Zay¬f türev). u 2 L1loc (
) ve � çoklu indisi verilsin. 8' 2 C10 (
)

için Z



uD�'dx = (�1)j�j
Z



'vdx

ise v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u nun �: zay¬f (genelleştirilmiş) türevi denir ve v =

D�u şeklinde yaz¬l¬r.

Wm;p (
) Sobolev Uzay¬

Tan¬m. 
; Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬ve 1 �

p � 1 olmak üzere

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Yani kendisi vem:mertebeye kadar

bütün genelleştirilmi̧s türevleri Lp (
) uzay¬nda olan fonksiyonlar s¬n¬f¬na Sobolev

uzay¬denir.

Sobolev uzay¬nda normlar: 1 � p <1 için

kukWm;p(
) = kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

k D�ukpLp(
)

1A 1
p

;
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ve p =1 için

kukWm;1(
) = kukm;1 = max
0�j�j�m

k D�ukL1(
)

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem. Wm;p (
) Banach uzay¬d¬r.

Not.

i. C10 (
) uzay¬n¬n Wm;p (
) uzay¬ndaki kapan¬̧s¬Wm;p
0 (
) d¬r.

Yani; u 2Wm;p
0 (
) olmas¬için gerek ve yeter şart lim

k!1
uk (x) = u olacak şekilde

(uk) � C10 (
) fonksiyon dizisinin varl¬¼g¬d¬r.

ii. Wm;p
0 (
) uzay¬, Wm;p (
) uzay¬nda bulunan ve (m� 1) : mertebeye kadar

bütün türevleri 
 n¬n @
 s¬n¬r¬nda s¬f¬r olan fonksiyonlar¬n kümesidir. Yani;

Wm;p
0 (
) =

n
u 2Wm;p (
) : uj@
 = u0j@
 = ::: = u(m�1)

���
@

= 0
o

d¬r.

Buradan da görüldü¼gü gibi Wm;p
0 (
) uzay¬, Wm;p (
) uzay¬n¬n alt uzay¬d¬r.

Yani

Wm;p
0 (
) �Wm;p (
)

d¬r.

Teorem. 1 � p <1 ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay¬olmak üzere

Wm;p
0 (Rn) =Wm;p (Rn)

d¬r.

Not. Wm;p (
) uzay¬nda

m = 0 ise W 0;p (
) = Lp (
) ile

p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
) ile gösterilir.

kukH1
0 (
)

' krukL2(
)
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